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1. INDLEDNING 
Svingningsteori har til formal at bestemme bevtegelJen eller bevtegelJeJgenJvaret af 
et massesystem som f115lge af tidsvarierende ydre eller indre krrefter pa systemet. 
Bevregelsen fastlregges ved et sret tidsvarierende koordinater x (t)T = [x1 (t), ... , 
xn(t)J i et n-dimensionalt bevregelsesrum. T som !15vre index betegner transpone-
ring. Vektorfunktionen x(t) fastlregger konstruktionens tilstand til ethvert tids-
punkt. U d fra denne kan man i princippet beregne flytninger, sprendinger, t!15j-
ninger etc. overalt i konstruktionen. Koordinaterne [xt(t), ... ,xn(t)J betegnes 
konstruktionens frihedJgrader. Jo flere frihedsgrader konstruktionen tildeles, jo 
mere n!15jagtigt kan bevregelsen af denne beskrives. 
Afhrengig af frihedsgradsantallet, kategoriseres konstruktionen som et 1 friheds-
gradssystem, nar n = 1, som et multifrihedJgradssyJtem, nar 1 < n < oo, og som 
et kontinuert system, nar n = 00. 1 og multifrihedsgradssystemer betegnes samlet 
diskrete systemer. 
Man skelner mellem linetere Jystemer og ikkelinetere systemer, for hvilke bevre-
gelsesligningerne er henholdsvis linerere og ikkelinerere. I det f!15lgende behandles 
udelukkende linerere systemer. For linerere systemer grelder superpositionsprincip-
pet. 
En bevregelse siges at vrere harmonisk, hvis den kan skrives 
x(t) =A cos(wt- '11) (1 -1) 
hvor A ERn er en tidsuafhrengig amplitudevektor. 
(1-1) indebrerer, at alle komponenter x 1 (t), x 2 (t), ... bevreger sig med samme cykli-
ske frekvens w og samme fase '11 . Forholdet mellem disse er tidsuafhrengig. Saledes 
er 
Xt(t) At -- = - = konstant 
X2(t) A2 
(1 - 2) 
Specielt er samtlige komponenter lig 0 til samme tidspunkt. 
I stedet for (1-1) vil vi undertiden benytte f!15lgende komplekse notation 
x(t) = Re(Beiwt) = Re(B) coswt- Im(B) sinwt, B E en (1 - 3) 
Re ( ·) og Im ( ·) betegner realdelen og imaginrerdelen af et komplekst tal. C er de 
komplekse tals legeme. 
(1-3) er en mere generel definition pa en harmonisk bevregelse, for hvilken (1-2) 
ikke n!15dvendigvis er opfyldt, ligesom komponenterne ikke n!15dvendigvis er lig 0 
samtidig. Dette indebrerer, at de enkelte komponenter x;(t) er forbundet med 
forskellig fase. Pa komponentform kan (1-3) skrives 
x;(t) =A; cos(wt- 'lli) , i = 1, ... , n (1 - 4) 
2 
hvor 
Ai cos 'l'i = Re(Bi) 
Ai sin 'l'i = -Im(Bi) 
}=? 
( 
2 2).1 Ai = (Re(Bi)) + (Im(Bi)) 2 = lEd , i = 1, . .. , n 
Im(Bi) 
tan'l'i = -Re(Bi), i = 1, ... ,n 
(1 -5) 
(1 -6) 
Alle komponenter af bevregelsen (1-3) bevreger sig harmonisk med samme cykliske 
frekvens w, men med forskellige faser 'l'j. Den komplekse notation giver saledes 
mulighed for at beskrive en faseforskydning mellem komponenterne. 
En bevregelse siges at vrere periodisk, hvis 
::JTER+VtER+: x(t+T)=x(t) (1 - 7) 
Det mindste tal T for hvilket (1-7) er opfyldt betegnes perioden. Perioden angiver 
det korteste tidsinterval indtil bevregelsen har gentaget sig. 
Antallet af gentagelser pr. tidsenhed betegnes svingningsfrekvensen, defineret ved 
1 -f =- (s 1 = Hz] 
T 
Den cykliske svingningsfrekvens kan skrives 
271" 
w = T (rad/s] 
(1 -8) 
(1 - 9) 
Ved at erstatte t med t + T i (1-1) eller (1-3) ses, at en harmonisk bevregelse er 
periodisk med perioden T = 2;. 
Periodiske bevregelser kan udvikles i en ligeligt konvergent Fourierrrekke af har-
moniske delbevregelser, se appendiks A. 
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2. SVINGNINGERAF SYSTEMERAF 1 FRIHEDSGRAD 
2.1 Udrempede egensvingninger af 1 frihedsgradssystemer 
a. b. c. d. e. 
·-·-·. ·-· . 
\( 
X 5 m 
xo,xo 
\ ~ Udeformeret mg J 
~ tilstand 
· - ·"7T· -- · - · ·r x(t).L , :g m/(x+xs)1 x(t).X(t),Jt(t) 
Img Statisk lige-
va:gtsposition 
t=O t>O t>O 
Figur 2-1: Egensvingninger af linerert udrempet system af 1 frihedsgrad. a ) Ude-
formeret tilstand. b) Statisk ligevregtstilstand. c) Begyndelsestilstand. d) 0je-
blikkelig tilstand. e) Fritskaret masse. 
Figur 2-1 viser et drempningsfrit system af 1 frihedsgrad med en punktformig 
masse m ophrengt i enden af en massel0s, linererelastisk fjeder med fjederstivheden 
k . Systemet kan kun bevrege sig i lodret retning, og har herved kun 1 frihedsgrad. 
F0r massen ophrenges i fjederen, har denne en vis udeformeret lrengde (figur 2-1a). 
Tyngdekraften mg pa massen forlrenger fjederen med bidraget x s, der fastlregger 
den statiske ligev~gtstilstand (figur 2-1b ). Frihedsgraden x(t) regnes positiv nedad 
fra ligevregtstilstanden. Den statiske ligevregtstilstand er da karakteriseret ved 
X= 0. 
Hastigheden x(t) og accelerationen x(t) regnes positivi samme retning som x(t). 
Til tiden t = 0 bibringes systemet et sret begyndelsesbetingelser (figur 2-1c). 
[x(O), x(O)] = [xo, ±o] (2- 1) 
Systemet overlades herefter til sig selv, og udf0rer herved svingninger med tyngde-
kraften mg som eneste ydre belastning (figur 2-1d). Opgaven er nu at bestemme 
bevregelsen x(t) fort> 0, sclledes at begyndelsesbetingelserne (2-1) opfyldes. 
Den generelle metode ved opstilling af bevregelsesligninger er 
1. Massen skreres fri . 
2. Alle ydre krrefter og indre krrefter (in casu: tyngdekraften mg og fjeder-
kraften k(x + x.,)) pa£0res som ydre krrefter regnet positiv som x. 
3. Newtons 2. lov anvendes pa den fritskarne masse. 
Newtons 2. lov giver, se figur 2-1e 
mx = mg- k(x + Xs) (2 -2) 
4 
H~jresiden af (2-2) angiver summen af alle krrefter pa den fritskarne masse regnet 
positive efter frihedsgraden x. 
Deformationen Xs i den statiske ligevregtstilstand er givet ved 
(2 -3) 
Af (2-2) og (2-3) f~lger 
mx + kx = 0 (2 -4) 
Af (2-4) ses, at tyngdekraften udgar af bevregelsesligningen. Dette grelder for 
vilkarlige systemer, nar f(lllgende betingelser er opfyldt: 
1. Bevregelser males ud fra den statiske ligevregtstilstand. 
2. Systemet er linerert. 
Omvendt, nar disse betingelser er opfyldt, kan bevregelsesligningerne formelt op-
stilles ved at ignorere tyngdekraften. 
Eksempel 2-1: 
Males flytningen x(t) i stedet ud fra den udeformerede tilstand pa figur 2-la, bliver bevll!gel-
sesligningen 
m:t +lex= mg (2 - 5) 
(2-4) skrives 
.. 2 0 x +w0 x = (2 - 6) 
hvor 
wo={f (2 - 7) 




x t = x 0 cosw0t +- s1nw0 t, wo 
(2-8) kan skrives pa formen 
x(t) = Acos(wot- \11) 
t;:::o (2 -8) 
(2- 9) 
hvor 










Ved sammenligning af (2-9) og (1-1) ses, at (2-8) og (2-9) beskriver en harmonisk 





fo = ]... = ]_wo = ~ {k 
To 21r 21r V ;:;; (2- 13) 
For de fleste bygningskonstruktioner grelder for laveste egenfrekvens f 0 ~ 0.2H z-
2.0H z, hvor nedre grrense i det anf(llrte interval grelder for relativt h(llje og slanke 
konstruktioner. 
Eksempel 2-2: Torsionsegensvingninger af svinghjul 
I· d ·I 
l 
Data: t = 2 .00m 
d= 0.50cm 
G= 0.8·10 11 ::::2"mN (G E ) 
2(1+ v) 
Figur 2-2: Torsionssvingninger af svinghjul. 
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Et svinghjul er ophrengt i en fastindsprendt cirkulrer cylindrisk stalstang med diameter d og 
lrengden I. Stalstangen antages massel~s og linerer elastisk med forskydningsmodulet G. Det 
er observeret, at svinghjulet udf~rer 10 svingninger i l~bet af 30.2s. Opgaven er at bestemme 
hjulets masseinertimoment J. 
For det fritskarne svinghjul grelder impulsmomentsretningen 
JB = -Mv(= 1: alle ydre momenter i retning af 9) (2- 14) 
For den fritskarne stalstang grelder fri vridning (St. Venant torsion) 
(2- 15) 
hvor Iv = 
3
; d 4 er den cirkulrere stalstangs vridningsinertimoment. 
Af (2-14) og (2-15) f!ISlger 
(2- 16) 
hvor 
2 Glv 1r Gd4 w-------
0- Jl - 32 Jl (2 - 17) 
Da 
30.2 211' 211' -1 
To = -- = 3.02s ~ wo = - = -- = 2.081s 
10 To 3.02 
findes af (2-17) 
J = ~ 0.8 . 1011 . (0.005)4 = 0.567 k m2 
32 2.0812 . 2.00 g 
Af (2-4) f~lger ved multiplikation med x 
hvor 
( mx + kx )x = 0 =} 
T+U=O 
T 1 ·2 = -mx 
2 
1 






T er den kineti3ke energi og U er den potentielle energi. (2-18) viser, at den 
mekani3ke energi ai systemet er konstant . Dette er en f121lge a£, at systemet er 
drem pningsfri t. 
(2-18) kan i visse tilfrelde med fordel anvendes til opstillingen ai bevregelseslignin-
gen for udrempede systemer ai 1 frihedsgrad. 
Eksempel 2-3: Rotationsegensvingninger af trisse 
k 
Figur 2-3: Rotationssvingninger. 
Figur 2-3 viser et rotationssymmetrisk legeme bestaende af en cirkulrer cylinder med radius 
r1 , der forlamges i en anden cylinder med radius r2 . Til cylinderen med radius r1 er frestnet 
en ustrrekkelig snor med en punktformig masse m i den anden ende. Til cylinderen med 
radius r2 er ligeledes frestnet en ustrrekkelig snor, der frestner sig til en linerer elastisk fjeder 
med fjederstivheden k i den anden ende. Legemet kan kun udf~re rotationssvingninger om 
symmetriaksen. Legemets masseinertimoment om denne akse er J . Opgaven er at opstille 
bevregelsesligningen for systemet, og bestemme den cykliske egenfrekvens. 
Opgaven l~ses ved (2-18). Idet 8 angiver rotationen af systemet fra den statiske ligevregtstil-
stand, findes 
T = ~JB2 + ~m(r1B)2 
2 2 
U = ~k(r28)2 
2 
Heraf 
.!!_( ~JB2 + ~m(r1B) 2 + ~k(r28)2 ) = 0 ~ 
dt 2 2 2 
((J + mr?}O + kr~B)B = 0 ~ 
(J + mri)O + kr~B = 0 
Heraf f~lger 
2 _ kr~ 
Wo- 2 
J+mr1 
(2 - 21 ) 





Undertiden er systemets fjedervirkning opnaet ved kombination af enkeltfjedre. 
Det har derfor betydning at kunne beregne fjederkonstanten k for erstatningsfje-
deren, der rekvivalerer det samlede systems virkning. 
f 
Figur 2-4: Seriesystem. 
Figur 2-4 viser et seriesystem af fjedre med fjederkonstanterne k1 , ••• , kn. Mas-
sen m pavirkes af kraften f og far herved flytningen x. Samtidig far fjedrene 
forlrengelserne X 1 , ... , X n. 
Kraften er f i alle fjedre, i.e. 
(2 -25) 
Den samlede forlrengelse x er lig summen af delforlrengelserne af fjedrene. Ved 
( 2-25) fin des 
(2- 26) 
Her a£ f0lger, at seriesystemet er rekvivalent med en erstatningsfjeder med fjeder-
konstanten bestemt af 
1 n 1 
-= ~-k . kj •=1 
m 
f -----
Figur 2-5: Parallelsystem. 
(2- 27) 
9 
Figur 2-5 viser et parallel3y3tem af fjedre med fjederkonstanterne k1, . .. , kn. Alle 
fjedre far samme forlrengelse x som massen m. Kraften i fjeder i bliver fi = kix. 
Summen af disse ma rekvivalere den ydre kraft f. Herved 
n 
(2- 28) 
Erstatningsfjederen for et vilkarligt fjedersystem bestemmes ved, at man trinvist 
erstatter alle delsystemerne af fjedre i serie- eller parallelforbindelse med hver sin 
erstatningsfjeder, indtil et rekvivalent globalt serie- eller parallelsystem af erstat-
ningsfjedre er opnaet. Det samlede systems erstatningsfjeder findes dernrest af 
(2-27) eller (2-28). 
Eksempel 2-4: 
m 
Figur 2-6: Fjedersystem. 
Figur 2-6 viser et fjedersystem, hvor parallelforbundne fjedre med stivhederne k1 og k2 er i 
serie med en fjeder med stivheden k3. 
Erstatningsfjederstivheden ko for parallelsystemet bliver ved (2-28) 
(2 - 29) 
Stivheden k af erstatningsfjederen for det samlede system bliver herved 
(2- 30) 
10 
2 .3 Grundligning for drempede, tvungne svingninger 
f(t) 
f( t) 
Figur 2-7: Tvungne drempede svingninger af 1 frihedsgradssystem. 
Dcempning, dvs. omdannelse af mekanisk energi til varme, er altid til stede som 
f(11lge af dissipation i materialet, friktion i samlinger, plastiske deformationer mm. 
For at g(11re modellen mere realistisk tilf(11jes derfor et drempningselement til sy-
stemet, der forbindes til massen m parallelt med en linerert elastisk fjeder med 
fjederstivheden k, se figur 2-7. Al energidissipation i systemet sker i drempningse-
lementet. 
De ydre krrefter pa massen m udg(11res af tyngdekraften mg og den tidsvarierende 
kraft i(t). i(t) regnes positiv i samme retning som frihedsgraden x, der vrelges 
som udb(11jningen fra den statiske ligevregtstilstand, se figur 2-7. Som nrevnt i afsnit 
2.1 kan vi herved formelt se bort fra tyngdekraften ved opstillingen af systemets 
bevregelsesligning. 
Massen skreres fri, og samtlige indre og ydre krrefter pa£0res som ydre belastning 
pa denne. Drempningselementet giver anledning til dcempningJkraften id pa den 
fritskarne masse, der regnes positiv i samme retning som fjederkraften kx, se figur 
2-7. 
Bevregelsesligningen f0lger nu ved anvendelse af Newtons 2. lov pa den fritskarne 
m as se 
mx = i(t)- kx -id => 
mx + kx = i(t)- id (2- 31) 
Ved multiplikation af (2-31) med x findes ved (2-19), (2-20) 
(mx + kx)x = i(t)x- idx => 
d(T + u) = i(t)xdt- idxdt (2- 32) 
11 
hvor den kinetiske energi T er givet ved (2-19), og den potentielle energi U er givet 
ved (2-20). · 
Antag midlertidigt, at f(t) = 0. (2-32) kan da skrives 
!dx = -! (T + U) (2- 33) 
HS1Sjresiden af (2-33) angiver tabet i mekanisk energi pr. tidsenhed. FS1Slgelig er fdx 
lig energien, der pr. tidsenhed dissiperes bort som varme. 
fd(t) kaldes di8sipativ, hvis det for enhver hastighed x af systemet grelder 
fdx > o (2- 34) 
N ar (2-34) er opfyldt, sker der i henhold til (2-33) et stadigt tab af mekanisk energi. 
(2-18) fremkommer af (2-33) for !d(t) = 0. 
For at 1S1Sse (2-31) krreves en konstitutiv ligning !d = fd(x,x), der specificerer 
drempningskraftens afhrengighed af x og x. Eksempler pa dissipative drempnings-
modeller er 
h=cx, c>O (2 - 35) 
!d = c±ixi , c > o (2- 36) 
X 
fd=cixi, c>O (2- 37) 
Drempningsmodellerne (2-36) og (2-37) er ikkelinelEre. En fordobling af hastighe-
den x medfS1Srer ikke en fordobling af drempningskraften. (2-36) forekommer ved 
svingninger af massen i en stillestaende vreske. (2-37) betegnes Coulombs dlEmp-
ningsmodel. Denne beskriver friktionskraften ved vandrette bevregelser af massen 
pa et tS1Srt underlag. 
Modellen (2-35) er linerer. (2-35) betegnes den linelErt vi8kose dlEmpningsmodel. 
I modsretning til de ikke-linerere modeller fS1Srer denne til analytisk tilgrengelige 
bevregelsesligninger. Vi skal i det fS1Slgende udelukkende forudsrette linerer viskos 
drempning. Konstanten c i (2-35) betegnes dlEmpningskonstanten. 
Ved indsretning af (2-35) i (2-31) findes bevregelsesligningen 
mx +ex+ kx = f(t) ' t > 0 (2- 38) 
der skal1S1Sses med hensyn til begyndelsesbetingelserne 
x(O) = Xo ' x(O) = Xo (2 - 39) 
12 
Antag x(t) er periodisk rned perioden T . Ved integration af (2-32) over en periode 
fin des 
{T {T [1 1 l T 





Da x(O) = x(T) og ±(0) = x(T) er h0jresi~en af (2-40) lig 0. F0lgelig grelder 
hvor 
Ey =iT f(t)±(t)dt 




Ey angiver arbejdet, sorn den ydre kraft udf0rer pa systernet i l0bet af 1 periode. 
Ed er energien, som systernet dissiperer i l0bet af en periode. For periodiske 
bevregelser er det n0dvendigt, men ikke tilstrrekkeligt, at (2-41) er opfyldt. 
_...,X 
Figur 2-8: Hysteresesl0jfe for drempningskraft i periodisk bevregelse. 
Optegnes grafen for samrnenhrengende vrerdier af /d(t) og x(t) rned tiden t som 
parameter' fas i tilfrelde af en periodisk bevregelse en lukket kurve, en sakaldt 
hystereJeslfJjje, se figur 2-8. Ed er abenbart lig st0rrelsen af det skraverede areal 
pa figuren. 
2.4 Linerert viskos drempede egensvingninger af system af 1 frihedsgrad 
Bevregelsesligningen f0lger af (2-38) for f(t) = 0. Efter division rned m frernkorn-
rner ligningen 
x + 2(w0± + w~x = 0 , t > 0 } 
(2 - 44) 
x(O) = xo , ±(0) = ±o 
13 
w0 er den cykliske egenfrekvens ved udrempede egensvingninger, givet ved (2-7). 
Parameteren ( defineres abenbart ved 
c 
2(wo =- => 
m 
c c 
(- --- ----:= 
- 2wom - 2y'kr;;, (2- 45) 
Karakteren af l~sningen til (2-44) afbrenger af st(ljrrelsen af (. Det er umiddel-
bart klart, at ( E [0, oo[. Der fremkommer {(/jlgende l~sninger for de kvalitativt 
forskellige omrader af ( 
1. ( = 0 : D<.empningsfrit system 
Bevregelsen er givet ved (2-8) 
2. ( E ]0, 1[ : Underkritisk d<.empet system 
3. ( = 1 : K ritisk d~mpet system 
x(t) = e-wot[x0 + (xo + woxo)t] , t ~ 0 
4. ( E ]1, oo[ : Overkritisk d<.empet system 
hvor 
xo + (( + V(2 - 1)woxo 
A= ----'-~==-"----
2woV(2 -1 
-xo- ((- V(2 - 1)woxo B = __ _..;.__~==---"""--
2woV(2 -1 






Den kritiske vcerdi af dcempningskonstanten Ck er den vrerd af c, der indsat i (2-45) 
giver ( = 1. Heraf 
(2- 50) 





( er saledes forholdet mellem den aktuelle vrerdi af drempningskonstanten og den 
kritiske vrerdi af drempningskonstanten. Af denne grund anvendes betegnelsen 




Figur 2-9: Bevregelse af underkritisk drempet system. 
Bevregelsen af et underkritisk drempet system kan skrives, se (2-46) 
hvor 
A cos '11 = xo 
A . .T, ±o + (woxo Sill 'J.' = --;::'===:= 
wo)l- ( 2 
l 
A= (x~ + (±o + (woxo) 2) 
2 
woy'l- ( 2 
.T, ±o + (woxo 
tan 'J.' = ----;:.==;: 





Bevregelsen (2-52) er ikke-periodisk pga. faktoren e-Cwot, der bevirker, at sving-
ningsarnplituden aftager med tiden. Den d<empede egensvingningsperiode Td defi-
neres som perioden af den harmoniske faktor i (2-52), hvorved 
Td = 27r 
wo.Jl- ( 2 
(2- 55) 
Td er abenbart tidsintervallet mellem 2 pa hinanden f!<'Slgende krydsninger af x(t) 
af tidsaksen i opadgaende retning. 





Til et givet tidspunkt t er bevregelsen givet ved (2-52). En drempet svingningspe-
riode senere er bevregelsen givet ved 
I det sidste udsagn af (2-57) er (2-56) benyttet. Af (2-57) f!<'Slger, at hvis bevregelsen 
til et givet tidspunkt t er x(t), er bevregelsen til tiden t+Td mindsket med faktoren 
exp( -27r~ ), uafhrengig af tidspunktet t . 
"/1-(2 
Det logaritmi3ke dekrement 6 defineres ved 
(2- 58) 
hvor (2-57) er benyttet. Af (2-58) f!2Slger, at ( og 6 er ensbetydende mal for 
drempningen i et underkritisk drempet system. 
Ved et egensvingningsfors!<'Sg mcller man bevregelsen af konstruktionen som vist pa 
figur 2-9. Pa grafen bestemmes tidsintervallet Td mellem 2 pa hinanden f!<'Slgende 
krydsninger af tidsaksen i opadgaende retning. Dernrest mclles udsvingene A1 og 








Den udrempede cykliske egenfrekvens w0 bestemmes endelig af (2-56) 
271" 
wo = --;::===:= 
Td-yh- ( 2 
(2- 61) 
Ved et egensvingningsfors0g er herved demonstreret, hvorledes parametrene i dif-
ferentialligningen ( 2-44) kan identificeres. 
X ( t) 
t 
Figur 2-10: Bevregelser af kritisk drempet system. 
Figur 2-10 viser det kvalitative forl0h af graferne for bevregelser af et kritisk d rem-
pet system med begyndelsesfl.ytningen x 0 > 0, og hvor .i:o > 0, .i:0 = 0 og .i:0 < 0. 
Ved analyse af (2-47) ser man, at bevregelserne for .i:0 < 0 krydser tidsaksen en 
enkelt gang. For .i:0 = 0 haves et monotont aftagende forl0b af x(t) mod grrense-
vrerdien 0. For .i:0 > 0 antager x(t) en maksimumsvrerdi st0rre end x0 , og aftager 
herefter monotont mod 0. Der forekommer sa.J.edes ingen krydsning af tidsaksen 
for xo > 0 A .i:o ~ 0. 
x( t) 
, Ae (- (+v(z -1) c.~ot ,, 
', x( t) 






Figur 2-11: Bevregelse af overkritisk drempet system. 
Figur 2-11 viser bevregelsen af et overkritisk drempet system med begyndelsesbe-
tingelserne x0 > 0 A i:o > 0. I dette tilfrelde f0lger af (2-49), at A > 0 og B < 0. 
Delbevregelserne i (2- 48 er vist stiplet i figur 2-11. x(t) fremkommer ved addition 
af disse. Da ( -( + (2 - 1 )w0 > ( -(- ..j (2 - 1 )w0 klinger den sidste komponent 
i (2-48) hurtigere bort end den f0rste komponent. F0lgelig haves det asymptotiske 
forl0b x(t) ex Ae<-<:+~)wot, som ogsa fremgar af figur 2-11. 
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Langt de fleste bygningskonstruktioner er underkritisk drernpede. Typisk er ( 
af st0rrelsesorden 0.005 - 0.015. Konstruktioner med ( :::; 0.02 betegnes svagt 
dcempede. 
2.5 Tvungne harmoniske svingninger af system af 1 frihedsgrad 
Figur 2-12: Tvungne harmoniske svingninger af linerert viskos drempet 1 friheds-
gradssystern. 
Den dynarniske del af den ydre kraft f( t) antages harmonisk varierende i tiden, 
dvs. 
f(t) = Re(Feiwt) 
Fer en kompleks amplitude givet ved 
F = IFie-ia 
(2-62) kan herved skrives 
f(t) = IFI cos(wt- a) 
IFI er sa.Iedes arnplituden og a fasen af den harmoniske belastning. 
Efter division med m antager (2-38), (2-39) herved formen 
x + 2(wox +w5x =Re(~ eiwt) , t > 0 } 





Det er en erfaringsmressig kendsgerning, at nar et system som det pa figur 2-
12 viste pavirkes af en harmonisk varierende ydre kraft, bliver bevregelsen efter 
nogen tid harmonisk med sarnme frekvens som pavirkningen, nar bevregelsen fra 
begyndelsesbetingelserne er klinget bort. Der s0ges derfor en partikulrer l0sning 
til den inhomogene differentialligning (2-65) pa formen 
x(t) =Re( X eiwt) (2- 66) 
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hvor X er en kompleks amplitude. Ved indsretning af (2-66) i (2-65) findes 
Re( -w2 X eiwt) + Re(2(w0 iwX eiwt) + Re(w5X eiwt) =Re( F eiwt) => 
m 
(2- 67) 
For at (2-66) er en mulig bevregelse, ma (2-67) vrere opfyldt til alle tidspunkter. 




m(w5- w2 + 2(wowi) 
(2 - 68) 
(2- 69) 
H(w) betegnes frekven3responsfunktionen. Denne afhrenger abenbart af systempa-
rametrene m, c, k, hvorimod belastningen kun indgar ved dennes cykliske frekvens 
w. Det fremgar af (2-68), at H(w) angiver amplituden X af bevregelsesgensvaret, 
nar F = 1. 
X skrives pa polrer kompleks form 
(2 - 70) 
Ved indsretning i (2-66) findes 
x(t) =A cos(wt- w) (2- 71) 
(2-71) angiver en harmonisk bevregelse med amplitude A= lXI og fase W. Disse 
st~rrelser bestemmes i det f~lgende. 
Frekvensresponsfunktionen (2-69) skrives ligeledes pa kompleks polrer form 
2 2 2~" . _ w0 - w - -,wowz _ -i'lfo 
H(w)- m((w5- w2)2 + 4(2w5w2) - IH(w)le (2 - 72) 
(2 -73) 




IH(w )Ism 'l'o = (( 2 2)2 + 4n 2 2) m w0 -w ~ w0 w 
(2 - 75) 
Af (2-74), (2-75) findes 
2(wow 
tan 'l'o = 2 2 w0 -w 
(2 - 76) 
Af (2-63), (2-68), (2-70), (2-72), (2-73) f~lger 
A -IH(w)IIFI- IFI 
- - ../( 2 2 )2 + 41"2 2 2 m w0 -w ~ w0 w 
(2- 77) 
(2- 78) 
'110 kan herved fortolkes som fasen, hvormed bevregelsen er bagefter pavirkningen. 




og anvendelse af (2-7), kan (2-76), (2-77) skrives pa formen 
hvor 
A= lXI = D((,f3)g] 
k 
2((3 
tan 'l'o = 1 _ /32 




IFI/k angiver amplituden af udb0jningen for en uendelig langsomt harmonisk va-
rierende ydre belastning med amplituden IFI. I dette tilfrelde er inertileddet mx 
og drempningsleddet ex i (2-38) ignorable. Faktoren D( (, (3), der betegnes den dy-
namiske forstt:erkningsfaktor, angiver den forholdsmressige for0gelse af amplituden 
IX I' nar disse krrefter har ikke-ignorabel indfiydelse pa gensvaret. 
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IXIk 
D=lFf Fasevinkel i' o 
.-----,-.,.,..,.....o-,----, 18 o· o. o 5 
a·--~~--~--~--~~ 
0 1 2 3 4 5 
Frekvensforhold ~0 = {J 
Ol_l_l_j_~~~~~~~ 
0 1.0 2.0 3.0 4 .0 5.0 
Figur 2-13: Grafer for dynamisk forstrerkningsfaktor D og faseforskydning '110 som 
funktion af frekvensforholdet f3 og drempningsforholdet (. 
Grafen for A som funktion af w betegnes det harmoniske amplitudegensvar. 
Variationen af D((,/3) og '110 ((,/3) er vist pa figur 2-13 som funktion af f3 for 
forskellige vrerdier af drempningsforholdet (. 
For f3 = : < < 1 er inertileddet og drempningsleddet ignorable, hvorfor D ~ 
1. Bevregelsen er kvasistatisk, bestemt ved x(t) = if(t). Dette indebrerer, at 
faseforskydningen mellem pavirkning og gensvar er lig 0. 
For f3 = ~ = 1 er \110 = 90° uafhrengigt af st(llrrelsen af (. I dette tilfrelde er wo 
D = 2
1
(' Som det fremgar af figur 2-13 antages maksimalvrerdien af D for et 
frekvensforhold f3 = /30 < 1. 
For f3 = ~ >> 1 nrermer \110 sig 180°. For den dynamiske forstrerkning grelder D 
<1. 
Den fuldstrendige l!llsning til (2-65) udg!llres af en linearkombination af (2-66) og 
l(llsningen til den homogene differentialligning. Ved (2-52) findes 
x(t) = Acos(wt- '11) + A 1e-Cwot cos(wdt- \lit) (2- 83) 
A og \11 er givet ved (2-77) og (2-78). At og \111 er integrationsparametre, der 
fastlregges af begyndelsesbetingelseme (2-39). Herved 
x0 = A cos '11 + At cos W 1 } 




Sidsteleddet pa h~jresiden ai (2-83) drempes efterhanden bort, svarende til at 
bevregelsen bliver stadig mere domineret ai det f0rste led. F0rsteleddet betegnes 
den stationcere bevcegelse, mens sidsteleddet betegnes den transiente bevcegelse. 
Af (2-71) ffijlger 
:i:(t) = -Aw sin(wt- w) (2- 85) 
!d(t) =ex= -Awcsin(wt- w) (2- 86) 
------
eA GJ { l\ X 
" ~ .... I A I 
Figur 2-14: Hysteresesl0jfe ved harmonisk bevregelse ai linerert viskost drempet 
system. 
Af (2-71) og (2-86) f0lger 
(2- 87) 
(2-87) viser, at hystereses}fijjfen ved en harmonisk bevregelse ai et linerert viskos 
drempet system af 1 frihedsgrad er en ellipse med centrum i (x, h) = (0, 0). Halv-
akserne er A og cwA, og er parallelle med x- og h-akserne, se figur 2-14. 
Den dissiperede energi pr. periode bliver lig ellipsens areal, i.e. 
(2- 88) 
Den ydre tilf0rte energi pr. periode bliver ved (2-42), (2-64), (2-78) og (2-85) 
E, = J.T IFI cos(wt- a)( -Awsin(wt- Wo- a))dt 
= AwiFI J.T cos(wt- a)(- sin(wt- a) cos Wo + cos(wt- a)sin W0)dt 
= 1r AIFI sin Wo (2- 89) 
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Af (2-45), (2-75), (2-77) f~lger 
sin Wo = IH(w)l2(wowm = IH(w)lcw (2- 90) 
Ved (2-77), (2-88) haves herved 
(2- 91) 
(2-91) angiver en formel eftervisning af (2-41) for harmoniske bevregelser af et 
linerert viskos drempet system. 
X 
Figur 2-15: Hysteresesl~jfe for samlet indre kraft ved harmonisk bevregelse. 
Den samlede indre kraft bliver F(t) = fd + kx. Hysteresesl~jfen for denne bliver 
ligeledes en ellipse, der fremkommer ved rotation af hysteresesl~jfen for fd, se figur 










L-----L-.I...--..1..----1~---'---- fJ = -~-0 
flt 1 Pi 
Figur 2-16: Bestemmelse af halvbandsbredde. 
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Af (2-69), (2-82) f~lger 
2 1 2 I H(w) I = k2 D ((,{3) (2- 92) 
Det kvalitative forl0b af D2 ((, {3) er afbildet som funktion af frekvensforholdet f3 
pa figur 2-16. For f3 = 1 haves iht. (2-82) D 2 = 4~2 • Der s0ges nu 2 cykliske 
frekvenser w1, wz : w1 < wo < wz ~ {31 < 1 < f3z, hvor D 2 = 8 ~2 • w1, w2 betegnes 
halvbandspunkterne. I disse punkter er funktionsvrerdien af D 2 eksakt det halve 
af vrerdien i resonanspunktet. Ved halvbandsbredden forstas 
(2- 93) 
/31 og !32 bestemmes af 
(2- 94) 
Landausymbolet o( x) er defineret ved 
lim o(x) = 0 
x_.O X 
(2- 95) 
Halvbandsbredden bliver da 
b.w = wo(f32- {31) = (2( + o(())wo (2- 96) 
For svagt drempede konstruktioner, hvor ( < < 1, kan man se bort fra restleddet i 
(2-96). Endvidere er wo ~ wo ,m, idet wo,m er den cykliske frekvens, hvor IH(w )12 
og D2 ( (, {3) er maksimale. Dette muligg~r en alternativ fremgangsmade for para-
meteridentifikation i et svagtdrempet system. Man starter med at male IH(w )1 2 • 
Pa grafen for denne bestemmes dernrest halvbandsbredden b.w og den cykliske 
frekvens Wo m. Herved haves , 
Wo = wo,m (2- 97) 




Metoden kan udbygges til ikke svagtdrempede underkritisk drempede systemer. I 
sa fald ma restleddet i (2-96) tages i regning, og wo,m ma udtrykkes som funktion 
af wo og (. 
Hidtil er den ydre kraft f(t ) antaget at vrere harmonisk varierende, jvf. (2-62). 
Nu antages blot, at f(t) er periodisk med perioden T. Iht. (A-1) kan f(t) da 
udvikles i en Fourierrcekke 
00 00 






am= T Jo f(t)coswmtdt, m= 0,1 , 2, .. . 
2 {T 
bm = T Jo f(t) sinwmtdt , m= 1, 2, ... 
Den komplekse kraftamplitude skrives pa polrer form 
Ved indsretning af (2-102) i (2-99) findes heraf 
IFmlc~sam =am} ::::} 
IFml smam = bm 
bm 







Nar (2-99) indsrettes pa h~jresiden af (2-38) kan den stationrere bevregelse be-
stemmes ved superposition af den stationrere bevregelse fra hver af de harmoniske 
komponenter. Ved (2-66), (2-68) findes 
00 00 
ao ""' ( i t ao ""' I I x(t) = 
2
k + ~Re Xme wm ) = 
2





hvor H(w) er givet ved (2-69), og Xm = IXmle-i'l'm , m= 1, 2, ... 
Den ukendte amplitude IXml og fase Wm bestemmes da af (2-76), (2-77) og (2-78) 
IX 1-IH(w )jjF. 1- IFml m - m m - V( 2 _ 2 )2 + 41"2 2 2 m w0 wm '> w0 wm 
(2- 107) 
(2- 108) 





-27T ~ 27T 47T 67T 
Figur 2-17: Rektangulrer pulsbelastning. 
Figur 2-17 viser en periodisk belastning med period en T, bestaende af rektangulrere pul-
ser af h~jden Fo og bredden "' · f, hvor "' E)O, 2[. Fourierrrekken konvergerer mod £f i 
diskontinuitetspunkterne. Ved udregning og anvendelse af (2-101) findes 
ao = ~tFo 
Fo . 
am = - sm m1t1r 
m7r 
Fo 
bm = -(1- cosm~t7r) 
m7r 
ao = ~tFo 
Fo r------IFml = -../2- 2cosmK.7r 
m7r 
1- cosm1t1r 
tan O'm = ----
Sln m1t1r 
m= 1,2, . . . 
m =1,2, ... 
m= 1,2, . .. (2- 109) 
m= 1,2, ... 
Den stationrere del af bevregelsen f~lger dernrest umiddel bart ved indsretning af ( 2-109) i 
(2-107) og (2-108). 
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2.6 Tvungne svingninger af systemer af 1 frihedsgrad so m f0lge af ar-
bitrrer pavirkning 
I dette afsnit bestemmes bevregelsen af et linerert viskost drempet system af 1 fri-
hedsgrad som f~lge af en ydre dynamisk belastning f(t), som hverken er harmonisk 
eller periodisk. Kraften antages paf~rt til tidspunktet t = 0, i.e. 
f(t) = 0' t < 0 (2- 110) 
Ved impulJen forstas tidsintegralet 
I(t) = 1~ j( T )dr (2- 111) 
I· 
t 
Figur 2-18: Impulsiv belastning. 
Ofte har man at g0re med krrefter af stor intensitet, der virker i et lille tidsinter-
val, saJ.edes at impulsen forbliver begrrenset. Sadanne krrefter betegnes impulJive. 
Figur 2-18 viser en impulsiv kraft af st~rrelsen f( T) = ~, der paf~res til tiden t, 
og er konstant i et interval af lrengden €. Impulsen af belastningen er abenbart I. 
Lad nu €-+ 0, idet impulsen er konstant lig I under hele grrenseovergangen. Her-
ved haves lim~--o f( T) = lim ~ = oo. I grrensen kan belastningen herved formelt 
beskrives ved DiracJ deltafunktion 
f(r) = I8(t- r) 
Er I= 1 betegnes f( T) en enhedJimpulJ. 
Impulsbelastningen (2-112) paf~res massen. Ved impulssretningen haves 
t+ 
{ f(r)dr =I= m6.x => 
lt-





En impulsiv belastning giver saledes anledning til en diskontinuert rendring af 
hastigheden. Da belastningen virker i uendeligt kort tid, sker der ingen-rendring 
af flytningen, i.e. 
b.x = 0 (2- 114) 
Betragt et linerert viskos drempet system, der befinder sig i hvile til tiden t = o-. 
Til tiden t = 0 paf~res en enhedsimpuls. Opgaven er da at bestemme bevregelsen 
h(t) fort > 0. Bevregelsesligningen bliver iht. (2-38) og (2-112) 
m(h + 2(woh + w~h) = o(t) 
Da systemet er i hvile f~r pavirkningen paf~res, er 
Af (2-114) f~lger 
h(o+) = o 




m (l+ h(t)dt + l+ 2(woh(t)dt +w~ l+ h(t)dt) = { 8(t)dt => 
(2- 118) 
(2-118) f~lger ogsa direkte af (2-113). 
h(t) betegnes impulsresponsfunktionen. Af (2-115), (2-117), (2-118) f~lger , at 
denne bestemmes som l~sning til begyndelsesvrerdiproblemet 
h + 2( wo h + w5 h = 0 , t > 0 } 
h(o+) = o , h(o+) = _!._ 
m 
(2- 119) 
Det fremgar heraf, at h(t) fort > 0 er l~sning til egensvingningsligningen (2-44). 
L~sningen til (2-119) f~lger da ved specialisering af (2-46) 
{
0 
ht = ' 











Ved differentiation af (2-119) ses, at h(t) for t > 0 ligeledes er l~sning t il (2-
44). Begyndelsesbetingelserne er givet ved (2-118) og (2-121). Dette f~rer til 
begyndelsesvrerdi pro blemet 
Betragt st0rrelsen 
X(l)(t) = 1t h(t- T)j(T)dT, t > 0 
Ved differentiation af (2-123), og anvendelse af (2-117), (2-118) findes 
X(l)(t) = h(t- t)j(t) + 1t h(t- T)j(T)dT 
= 1t h(t- T)j(T)dT, t ~ 0 
X(l)(t) = h(t- t)j(t) + 1t h(t- T)j(T)dT 
1 1t .. =- j(t) + h(t- T)j(T)dT, t > 0 
m o 
Af (2-123), (2-124), (2-125) findes 
x<l) + 2(w0:i;(l) + w5x<l) = ..!._ f(t) m 






Det f~lger af (2-119), at leddet i den skarpkantede parentes i integranden pa h0j-
residen af (2-126) er lig 0. F0lgelig haves 




(2-127) viser, at x<l)(t) givet ved (2-123) er et partikulrert integral til (2-38). Af 
(2-123) og (2-124) f!ZSlger, at det partikulrere integral tilfredsstiller begyndelsesbe-
tingelserne 
(2- 128) 
Den fuldstrendige l!ZSsning til (2-38) kan skrives 
(2- 129) 
x<0 )(t) er en l!ZSsning til den homogene differentialligning (2-44). Af (2-39), (2-128), 
(2-129) ses, at x<0 )(t) skal tilfredsstille begyndelsesbetingelserne 
(2- 130) 
(2-130) indebrerer, at den transiente del af bevregelsen er givet ved (2-46). Heraf 
f!ZSlger, at den s!ZSgte bevregelse er givet ved 
+it h(t- r)f(r)dr, t > 0 (2-131) 
Af (2-119) og (2-122) f!ZSlger, at h(t) og h(t) udg!ZSr 2 linerert uafhrengige l!ZSsninger 
til den homogene differentialligning. F!ZSlgelig kan x<0 )(t) skrives som en linearkom-
bination af h(t) og h(t), i.e. 
x<0 )(t) = ah(t) + bh(t) => (2- 132) 
X(O)(t) = ah(t) + bh(t) (2- 133) 
Udviklingskonstanterne a og b bestemmes af begyndelsesbetingelserne (2-117), (2-
118 ), (2-121) 
1 
xo = aO+ b-
m 
±o =a~ +b(-2(wo~) 





Ved ( 2-45) fin des herved 
x(o)(t) = (mh(t) + ch(t))x0 + mh(t)x0 (2- 135) 
Herved kan (2-131) skrives pa formen 
x(t) = (mh(t) + ch(t))xo + mh(t)xo +it h(t- r)f(r)dr, t > 0 (2- 136) 
(2-136) viser at bevregelsen, som f0lge af vilkarlige begyndelsesbetingelser x 0 , x0 
og vilkarlig pavirkning f(t), er bestemt udelukkende af impulsresponsfunktionen 
h(t), givet ved (2-120). 










Figur 2-19: Fysisk tolkning af Duhamels integral. 
I (2-123) reprresenterer f( r )dr en differentiel impuls, der paf0res til tiden t = 
r. St0rrelsen af impulsen er lig arealet af det skraverede areal pa figur 2-19. 
Bevregelsen til tiden t fra impulsen f(r)dr er lig h(t- r)f(r)dr. (2-123) angiver 
dermed den superponerede bevregelse fra samtlige delimpulser af den omtalte type. 
(2-115) ganges med e-iwt pa begge sider af lighedstegnet, efterfulgt af en integra-
tion over intervallet ] - oo, oo[. Af (2-120) f0lger h( -oo) = h( -oo) = h( oo) = 
h( oo) = 0. Ved del vis integration findes herved 
(2- 137) 
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Pa h~jresiden af (2-137) er benyttet, at for en vilkarlig funktion f(t), der er kon-
tinuert i to, grelder 
L: S(t- to)f(t)dt = f(to) (2- 138) 
Af (2-69) og (2-137) f~lger 
H(w) =loo h(t)e-i""tdt = foo h(t)e-i""tdt 
-oo Jo 
(2- 139) 
H(w) er f~lgelig den Fouriertran8formerede af h(t), jf. (A-14). Ved (A-13) findes 
herved 
h(t) =- H(w)ei""tdw, t > 0 1 100 
27r -oo 
Ved (2-110), (2-120) kan (2-123) skrives 
x<1>(t) = L: h(t- r)f(r)dr 
(2- 140) 
(2- 141) 
Ved Fouriertransformationens foldningssretning (A-17), (A-18) bliver den Fourier-
transformerede af x<1>(t) = J; h(t- r)f(r)dr herved 
xCl>(w) = H(w)F(w) (2- 142) 
hvor 
(2- 143) 
F(w) = 1oo f(t)e-i""tdt = foo f(t)e-i""tdt 
-oo Jo 
(2- 144) 
I det sidste udsagn af (2-143) er benyttet, at xCl>(t) = 0, t ~ 0, hvilket f~lger af 
(2-123) i forbindelse med h(t) = f(t) = 0, t < 0. Det sidste udsagn af (2-144) 
f~lger af (2-110). 
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2. 7 Bevregelig underst0tning 
m m 
c(x-y) 
Figur 2-20: Bevregelig underst{1Stning. 
Svingninger fremkaldt af understfl!tningens bevregelser forekorruner i mange til-
frelde. Et vigtigt eksempel er jordskrelv. 
I figur 2-20 angiver x(t) fl.ytningen af massen fra den statiske ligevregtstilstand. 
y(t) er fl.ytningen af understfl!tningepunktet , regnet positiv i samme retning som 
x(t). Den relative fl.ytning af massen i forhold til underst0tningen er da givet ved 
z=x-y (2- 145) 
Forlrengelsen af fjederen er z = x - y, og strrekningshastigheden af dremperen er 
i = x- if. F!iSlgelig pavirkes den fritskarne masse af dei figur 2-20 viste krrefter. 
Newtons 2. lov giver 
mx = - k( X - y) - c( X - if) => 
mx + ex + kx = cif( t) + ky( t) , t > 0 
Ved indffl!ring af (2-146) antager (2-14 7) formen 
mz + ci + kz = -my(t) ' t > 0 
(2- 146) 
(2- 147) 
Det antages, at underst!iStningens bevregelse y(t) er en kendt funktion af tiden. 
(2-146) og (2-147) er herved bragt pa standardformen (2-38) , og angiver bevregel-
sesligninger til bestemmelse af henholdsvis den to tale fl.ytning x( t) og den relative 
fl.ytning z(t). Formuleringen (2-147) foretrrekkes ofte i jordskrelvsdesign, da deter 
den relative fl.ytning, der er bestemmende for pavirkningen pa brerende konstruk-
tionselementer. 
Kraften pa underst{1Stningen regnet positivi retning af x og y bliver, se figur 2-20 
fu(t) = kz + ci (2- 148) 
Den stationrere bevregelse !iSnskes bestemt, nar bevregelsen af understfl!tningen er 
harmonisk, dvs. 
y(t) = Re(Yeiwt) = IYI cos(wt- a) (2- 149) 
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(2- 150) 
Belastningsleddet i (2-146) er da givet ved 
(2- 151) 
F=(k+icw)Y (2- 152) 
Den stationrere bevregelse til (2-146) f!15lger da af (2-68) ved anvendelse af (2-7), 
(2-45), (2-77) 
x(t) =Re( X eiwt) = lXI cos(wt- w) 
X= IXIe-i'~' = H(w)(k + icw)Y 
k + icw y = 1 + 2(,Bi y 









w = wl +a (2- 157) 
T( i ,B) ffi 1+4<
2 
,8
2 b t t . . k ffi . .., , = IYI = (I-,82)2+4 (2,82 e egnes ransm&s.nons oe clenten. 
Belastningsleddet i (2-147) bliver 
f(t) = Re(Feiwt) (2- 158) 
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(2- 159) 
Den stationrere bevregelse til (2-147) f!iilger af (2-68) 
z(t) = Re(Zeiwt) = IZ!cos(wt- cp) 
hvor '1'0 er givet ved (2-81) Heraf f!iilger 
(2- 161) 
cp = 'l'o +a (2- 162) 
Kraften pa underst!i'Stningen bliver ved (2-148), (2-160) 
(2- 163) 
Fu = IFu le -h = ( k + icw )Z = m( w~ + 2(wowi)Z 
_ 2 ( 1 + 2( (3i)(32 y _ 2 (32 I H2C.Bi I -iw 1 IYI -ia 
- mwo 1- (32 + 2((3i - mwo l-f32+2(,8i e e 
(2- 164) 
Heraf f!iilger 
1 + 4(2(32 
(1- (32)2 + 4(2(32 IYI (2- 165) 
(2- 166) 
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'l!1 er givet ved (2-155). 
Af (2-157) og (2-166) f0lger, at x(t) og fu(t) er i fase under harmonisk bevregelse 
af vederlaget. 
Eksempel 2-6: J ordskrelvspavirkning af 1-etages rammekonstruktion 
B 
m 
~ ............ ~------X 
m 
Figur 2-21: Jordskrelvspavirkning af system af 1 frihedsgrad. 
Figur 2-21 viser en 1 etages ramme, der pavirkes af en vandret ftytning y(t) af vederlaget . 
Bjrelken har den samlede masse m, og antages uendelig stiv overfor save! axial- som b~j­
ningsdeformationer. S~jlerne antages massel~se, linererelastiske med lwljningsstivheden El 
og lrengden a. S~jlerne antages fuldt indsprendt i vederlaget og bjrelken. Bevregelsesligningen 
~nskes opstillet. 
Systemet har 1 frihedsgrad, der vrelges som bjrelkens vandrette ftytning :z: . Bjrelken skreres 
fri, og forskydningskrrefterne ft = 12 ~£ z og drempningskraften h = ci pafillres som ydre 
krrefter, hvor z = :z:- y. Ved Newtons 2. lov haves 
.. El . 
m:z: = -2 ·123z- cz, z = :z:- y => 
a 




(2-167) er herved identisk med standardformen (2-147) . 
(2 - 167) 
(2- 168) 
Drempningen skyldes dissipation i s~jlerne. Hver af disse bidrager lige meget til drempnings-
kraften. Heraf filllger, at belastningen /u pa hvert af siZ!jlefundamenterne bliver 
1 El 1 . 
f u = h + 2 h = 12 ~ z + 2 cz (2 - 169) 
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2.8 D'Alemberts princip 
'///////// 
Figur 2-22: D'Alemberts princip. 
Newtons 2. lov for den fritskarne masse lyder 
mx = - kx - ex + f ( t) (2- 170) 
Ligningen skrives formelt pa formen 
0 = -mx- kx- ex+ f(t) (2-171) 
(2-171) kan opfattes som en statisk ligevregtsligning, hvor inertikraften fi = -mx 
paf~res som ydre belastning pa den fritskarne masse. fi regnes positiv i retning 
af frihedsgraden x. Dette udtrykker d'Alembert~ princip: fi = -mx paf~res som 
ydre kraft, hvorefter alle beregninger foretages ved formelle statiske beregninger. 
D'Alemberts princip finder ogsa anvendelse ved multi-frihedsgradssystemer og ved 
kontinuerte systemer. 
Det skal understreges, at d 'Alemberts princip er et rent regneteknisk fif uden fysisk 
indhold, der letter opstillingen af bevregelsesligningerne. Der eksisterer sa.Iedes 
ingen "inertikraft". Derimod er (2-170) en observerbar fysisk kendsgerning. Nar 
massen paf~res en kraft lig h~jresiden af (2-170), ma.Ier man netop en acceleration 
af den angivne st~rrelse. 
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EI = eo " = E!... ,,_ t c 
b) 
c) l ]}-m(l-y)O 
Figur 2-23: Inertibelastning pa plan uendelig stiv homogen bjrelke med fjedrende under-
st!lltning. a) Definition af frihedsgrad. b) Inertibelastning pa differentielt bjrelkeelement . c) 
Inertibelastning pr. lrengdeenhed og statisk rekvivalent inertibelastning refereret til masse-
tyngdepunktet. 
Figur 2-23a viser en plan uendelig stiv homogen bjrelke ABC af samlet lrengde I og samlet 
masse m. Massen pr. lrengdeenhed er herved konstant I' = j. AB har lrengden -y/ og BC har 
lrengden (1--y)/ 1 -y E]01 1[. I B er anordnet en fast simpel underst!lltning og i punkt A en linerer 
elastisk fjeder med fjederstivheden k. Figuren viser bjrelken i den statiske ligevregtstilstand. 
Bevregelsesligningen for sma svingninger om denne fllnskes opstillet. 
Da bjrelken er uendelig stiv1 har systemet 1 frihedsgrad. Denne vrelges som drejningen fJ om 
punkt B 1 regnet positiv som vist i figur 2-23a. 
Der indffllres en koordinat :t: langs bjrelken1 malt fra punkt B og regnet positiv mod punkt 
C 1 se figur 2-23b. Et bjrelkeelement af lrengden dz 1 beliggende ved koordinaten x 1 har 
massen 7 dx. Elementets flytning bliver x8 1 og accelerationen herved xO. Elementet pavirkes 
herved af en inertibelastning pa -( 7 dz )x9 1 regnet positiv i samme retning som flytningen. 
Inertibelastningen pr. lrengdeenhed varierer linerert, og er vist i figur 2-23c. 
Endvidere fritskreres fjederen ved punkt A, idet fjederkraften k · -y/8 piif(llres som ydre be-
lastning. I henhold til d' Alemberts princip kan systemet nu analyseres ved rent statiske 
ligevregtsligninger. 
Lodret kraftligevregt bestemmer den ukendte reaktion pa bjrelken i punkt B. Ved at tage 




k · -y/0 · -yl = ( -7 dxxiJ) · x ~ 
-"(1 
!((1--y)3 +-y3 )mi2 9+k-y2 ( 28=0 ~ 
3 
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B + w50 = 0 (2- 172) 
3-y2 k 
w2 - ----'----
0 - 1 - 3-y + 3-y2 m (2- 173) 
Det bemrerkes, at den her benyttede anvendelse af D'Alemberts princip er rekvivalent med 
impulsmomentsretningen opstillet i punkt B . 
Da bjrelken er uendelig stiv, er inertibelastningen statisk rekvivalent med en enkeltkraft J; 




Koordinaten af massetyngdepunktet G er xa = ( t - -y)l. Refereres belastningen derfor t il 
massetyngdepunktet, bliver den statisk rekvivalente belastning 
/i(G) = -miia 
M~ G) = M~ B) -/~G) xa = -JaBa 
I I I 




hvor YG = xaO er massetyngdepunktets flytning , Oa = 8 er massetyngdepunktets rotation 
og Ja er masseinertimomentet om massetyngdepunktet. 
Inertibelastningen pa den udbredte masse kan da pafQSres som en enkeltkraft /i(G) = -miia og 
et moment MjG) = -Ja Ba refereret til massetyngdepunktet. Flytningen YG og rotationen 
Oa af massetyngdepunktet udtrykkes derefter som linerere funtioner af den udbredte masses 
frihedsgrad . Dette princip kan generaliseres til vilkarlige udbredte uendeligt stive masser. 






Figur 2-24: Indirekte pavirkning af punktformig masse. 
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Ved indirekte belastning forstas , at den ydre kraft f(t) ikke angriber ved massen. 
Figur 2-24 viser en linererelastisk, simpelt underst~ttet bjrelke med en koncentreret 
masse m og en indirekte virkende ydre kraft f(t) . Flytningen ved massen (pkt. 
1) be tegnes xI • Flytningen ved kraften (pkt. 2) betegnes x 2 . En enhedskraft 
ved pkt. 2 giver nedb~jningen 8I2 ved pkt. 1. En enhedskraft ved pkt. 1 giver 
nedb~jningen 811 ved pkt. 1. I pkt. 1 virker inertikraften fi = -mxi. I pkt. 2 
virker den ydre kraft f(t). 
XI er sammensat af nedb~jningsbidrag fra f og fi . Herved 
(2- 179) 
Pavirkes systemet af den direkte vir ken de kraft !I ( t) ved massen i pkt. 1 og de 
indirekte virkende krrefter h(t), .. . , fn(t) i punkterne 2, . .. , n findes mere gene-
relt 
n 
xi = 8n ( -mxi +!I (t)) + L 8IJ!;(t) :::} 
j=2 
(2- 180) 
(2-180) og (2-181) er herved reduceret til standardformen (2-38). 
8Ij er infiuenstallet for nedb~jningen i pkt. 1 fra en enhedskraft i pkt. j . Influ-
enstallene for ofte forekommende tilfrelde ved statisk bestemte retlinede Bernoulli-
Eulerbjrelkekonstruktioner med konstant tvrersnit er anf~rt i appendix B. 
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3. SVINGNINGER AF SYSTEMER AF n FRIHEDSGRA-
DER 
For et system af n frihedsgrader fastlregges systemets bevregelse ved n koordinater. 
Systemet bestar af et endeligt antal koncentrerede punktformige masser og af et endeligt 
antal udbredte stive masser. Beskrivelsen af bevregelsen af hver koncentreret masse 
krrever 1, 2 eller 3 koordinater. For stive udbredte masser krreves 1, 2 eller 3 koordinater 
til fastlreggelse af massetyngdepunktets placering, og herudover 1, 2 eller 3 koordinater 
til fastlreggelse af rotationer om dette. 






Figur 3-1: Tvungne, drempede svingninger af system af n frihedsgrader. 
Flytnings- og rotationsfrihedsgrader betegnes under et x j og den tilh0rende masse eller 
det tilh0rende masseinertimoment betegnes ffij . Ved udbredte masser refereres flyt-
ningsfrihedsgraderne til massetyngdepunktet, og ffij er masseinertimomentet om dette. 
fi(t) betegner den ydre belastning pa massen mj udover den statiske belastning. Er Xj 
en flytning, er fi(t) en kraft . Er Xj en rotation, er /j(t) et moment. fi(t) regnes positiv 
i samme retning som x j. 
Eventuelle drempningselementer pa systemet skreres frit . Kraften fra disse pa massen 
mj betegnes /dj · /dj regnes positivi modsat retning af Xj. 
Ved opstillingen af bevregelsesligningerne benyttes d'Alemberts princip. Inertikraften 
h0rende til Xj bliver -mjlij, regnet positiv i samme retning som Xj. Hvis Xj er en 
flytning, er -mjXj en kraft. Hvis Xj er en rotation, er -mjXj et moment. 
Under forudsretning aflinearitet , tilvejebringes flytningen Xi i den i. frihedsgrad som en 
sum af flytningsbidrag fra de ydre dynamiske belastninger fi(t), drempningskrrefterne 
/dj og inertikrrefterne -mjXj fra alle frihedsgrader Xj, j = 1, . .. , n 
n 
Xj = L8ii(h- /dj- ffijXj) (3 -1) 
j=l 
(3-1) opskrives for alle frihedsgrader Xi, i = 1, ... , n . 
bij er influenstallet for deformationen i frihedsgrad Xi fra en enhedsbelastning fi = 1 i 
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frihedsgrad xi. Af M axwells scetning f0lger 
8··- 8·· IJ - Jl (3- 2) 
Pa matrixform kan (3-1) skrives 
x = n(r(t)- rd- Mx) (3 - 3) 








[ "" 812 ... o,. I 821 822 ... 82n D= . . 
8n1 On2 ... 8nn 
(3 -6) 
Massematricen M er her diagonal, fordi flytningsfrihedsgraderne er refereret til masse-
tyngdepunktet af de udbredte masser. Ved andre valg fas ikke-diagonale massematricer. 
D givet ved (3-6) betegnes deformationsmatricen. Som f0lge af (3-2) er denne symme-
trisk, hvorfor 
(3 -7) 
(3-3) skrives pa formen 
DMx + x = D(f(t)- fd) (3 - 8) 
Den potentielle energi U fra en statisk belastning f E Rn bliver 
(3 -9) 
Da U er positiv for alle f =/=- 0, indebrerer (3-9), at D er positiv definit. Heraf f0lger, at 
D har en invers matrix K, der betegnes stivhedsmatricen 
K=D-1 (3- 10) 
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(3-7) indebrerer, at ogsa K er symmetrisk. (KD = E => DTKT =ET => DKT = 
E => KT = n-1 = K). 
(3-8) multipliceres foran med n-1 = K. Herved 
Mx + Kx = f( t) - fd (3- 11) 
Indf~res f = Kx, f~lger af (3-9) 
(3- 12) 
K er saledes ogsa positiv definit. De foregaende udsagn om definitegenskaberne af D 
og K forudsretter, at konstruktionen er fastholdt mod stiftlegemebevregelser. For visse 
strukturer (skibe, fly) er dette ikke tilfreldet. Her grelder (3-11) fortsat, men K er 
singulrer med en rang n- n 0 , hvor no er antallet af uafhrengige stiftlegemebevregelser. 
D og dermed formuleringen (3-8) eksisterer ikke i dette tilfrelde. For konstruktioner, 
der ikke er fastholdt mod stiftlegemebevregelser, er K kun positiv semidefinit. 
Af (3-11) f~lger, at den j. s~jle i K kan bestemmes som den statiske belastning f pa 
masserne, der fremkalder deformationstilstanden 
Xi= { Q, 
1, 
(3- 13) 
Eksempel 3-1: Fastlreggelse af deformationsmatrix for 3-etagers rammekon-
struktion 
Etagebjrelkerne i den pa figur 3-2 viste 3-etagers bygning antages uendeligt stive. SiiSjlerne er Ber-
noulli-Eulerbjrelker, alle med biiSjningsstivheden EL Deformationsmatricen D S?Snskes bestemt. 
1. sS?Sjle i D bestemmes ved at pafiiSre en kraft h = 1 ved Zl og bestemme udbS?Sjningerne efter 
frihedsgraderne z1, z2, z3. 
Forskydningskraften er 1 mellem 3. og 2. etage, mellem 2. og 1. etage og mellem 1. etage og 
understS?Stningen. 3. etage deformeres herved 2:~1 i forhold til 2. etage, 2. etage deformeres 2:~1 
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El El a 
ml x2 
~
El El a 
ml x3 
~
El El a 
f2=1 6:23 
Figur 3-2: Opstilling af deformationsmatrix for 3-etagers ramme. 
2. s!1ljle i D bestemmes ved at paf!1lre en kraft /2 = 1 ved 2:2 og bestemme udb!1ljningerne efter 
X1 1 X2 1 X3. 
Forskydningskraften er 0 mellem 3. og 2. etage, 1 mellem 2. etage og 1. etage og 1 mellem 1. etage 




i forhold til 1. etage, og 1. etage deformeres 6a;1 i forhold til underst!1ltningen. Herved 
a3 a3 5 a3 
612 = 622 = 24El + 6El = 24 El 
a3 4 a3 
632 = 6El = 24 El 
Pa analog made ses 
4 a3 
613 = 623 = 633 = --
24 El 
Herved 
D = 2:~1 [: ! : l (3 - 14) 
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Eksempel 3-2: Fastlreggelse af stivhedsmatrix for 3-etagers rammekonstruk-
tion 
Stivhedsmatricen for den i eksempel 3-1 omtalte plane ramme ~nskes bestemt. 
Figur 3-3: Opstilling af stivhedsmatrix for 3 etagers ramme. 
K13 
pzzzzzzzz~ 
I figur 3-3 er de ydre krrefter K;j piif~rt de fritskarne masser sammen med de elastiske krrefter. 
Disse skal vrere i ligevregt. Herved 
El El 
K13 = 0 Kn = 243 K12 = -24-
a a3 
El El El 
K21 = -24- K22 = 48- [(23 = -243 
a3 a3 a 
K31 = 0 
El 







-2~] K=- -2~ 48 a3 
-24 30 
(3-11) multipliceres skalrert med :X. Herved 
xr(Mx + Kx) = xrf(t)- xrfa :::;. 
!!_(T + U) = xrf(t)- xrfa 
dt 
T l.TM· =-X X 
2 
=> 
(3 - 15) 
(3- 16) 
(3- 17) 
fi(t)xidt = fi(t)dxi angiver arbejdet, som den ydre kraft fi udf!llrer pa massen mi i 
l!llbet af det differentielle tidsinterval dt . F!lllgelig angiver xTf = 2:~1 xdi det samlede 
arbejde fra de ydre krrefter pa systemet pr. tidsenhed. 
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Tilsvarende angiver -xTfd = - L:~=l xddi det samlede arbejde fra drempningskrref-
terne pa systemet pr. tidsenhed. 
H!Z!jresiden af (3-16) angiver herved nettotilvreksten af ydre arbejde pr. tidsenhed. Dette 
ma ne top vrere lig tilvreksten af systemets mekaniske energi pr. tidsenhed. Heraf f!Zilger, 
at T givet ved (3-17) angiver systemets kinetiske energi. Ved udledelsen af (3-16) er M 
antaget symmetrisk, dvs. 
(3- 18) 
Energiligningen i formuleringen (3-16) er omvendt kun gyldig, nar (3-18) er opfyldt. Da 
T er positiv for alle x =/= 0, f!Zilger at M er positiv definit. 
Antag midlertidigt, at f(t) _ 0. (3-16) kan herved skrives 
(3- 19) 
H!Z!jresiden af (3-19) angiver tabet i mekanisk energi pr. tidsenhed. F!Z!lgelig er xTfd lig 
energien, der pr. tidsenhed dissiperes bort som varme. 
Systemet af drempningskrrefter fd kaldes dissipativt, hvis det for enhver hastighed x af 
systemet grelder 
(3 - 20) 
Nar (3-20) er opfyldt, sker der i henhold til (3-19) et stadigt tab af mekanisk energi, nar 
systemet ikke er pavirket af ydre krrefter. 
For at l!Zise bevregelsesligningen (3-11) ma en konstitutiv betingelse opstilles for dremp-
ningskrrefterne fd. I den mest generelle formulering kan fd afhrenge eksplicit af fl.ytningen 
x, hastigheden x og tiden t 
(3- 21) 
Ved en linecert viskos dcempningsmodel forstas 
(3 - 22) 
C betegnes dcempningsmatricen. Denne kan evt. afhrenge af tiden svarende til den 
eksplicitte afhrengighed af t i (3-21 ). Drempningskraften !di pa massen mi afhrenger i 
almindelighed ikke blot af dennes hastighed Xi, men ogsa af andre massers hastigheder, 
hvorfor C ikke er en diagonalmatrix. Y derligere kan anf!Zires, at i modsretning til mas-
sematricen M og stivhedsmatricen K er C i almindelighed hverken symmetrisk eller 
positiv definit. 
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Af (3-20) og (3-22) {jj>j}ger, at en linerert viskos drempningsmodel er dissipativ, hvis og 
kun hvis drempningsmatricen er positiv definit 
Vx E Rn : I X I > 0 ::::} x.T ex. > 0 
Eksempel 3.3: Drempningsmodel for udkraget bjrelke 
Drempningskrrefterne for det i figur 3-1 viste system bliver 
fdl = Co(il- Z2) 
fd2 = co(Z2 - Zl) 
!d3 = C3Z3 
!d4 = 0 
=> 
[ 
C0 -C0 0 0] 
C = -Co Co 0 0 
0 0 C3 0 
0 0 0 0 
(3 - 23) 
(3 - 24) 
(3- 25) 
Drempningsmodellen er saledes linerert viskos. Derimod er drempningsmodellen ikke dissipativ. 
Saledes medf~rer x_T = [i:1, -i1, 0, 0] , x_T = [0, 0, 0, x4], tillige med vilkarlige linearkombinationer 
af disse hastighedsvektorer, at fd = 0. Derimod er drempningsmodellen positiv semidefinit 
(3- 26) 
C kan sa.Iedes skrives som en sum af en symmetrisk matrix C., og en antimetrisk matrix 
Ca 
C=C.,+Ca 
c.,= ~(c +eT) 
2 
C 4 = ~(C- CT) 
Der grelder da 
(3- 27) 




C er sclledes dissipativ, hvis og kun hvis C., er positiv definit. Da C., er symmetrisk, 
er dennes egenvrerdier alle reelle. C., er da positiv definit, hvis samtlige egenvrerdier er 
positive. 
Drempningskraften fd kan ved (3-22) og (3-27) skrives 
(3- 31) 
(3 - 32) 
(3- 33) 
Idet x_Tfda = x_Tcax. = t (x.Tcx.- x_TcT x) = 0, f~lger at X og fda star vinkelret pa 
hverandre, hvorfor fda intet arbejde udf~rer. Det dissipative arbejde er herved udeluk-
kende knyttet til komposanten fd.,. fd., er imidlertid i almindelighed ikke parallel med 
hastighedsvektoren X.. Hastighedsvektorer, hvor dette er tilfreldet , opfylder 
(3- 34) 
Ved (3-32) findes 
c.,x. = .\x (3- 35) 
( 3-35) viser, at de s~gte hastighedsvektorer er egen vektorer til C.,. Proportionali tets-
faktoren ,\ i (3-34) er en af egenvrerdierne til C.,. 
Ved indsretning af ( 3-22) i ( 3-11) fin des herved bev regelsesligningen 
Mx +ex.+ Kx = f(t) , t > o (3- 36) 
(3-36) skall~ses med hensyn til begyndelsesbetingelserne 
x(O) = Xo ' x(O) = Xo (3- 37) 
(3-36), (3-37) er grundligningerne pa standardform for tvungne svingninger af et linerert 
viskos drempet system af n frihedsgrader. 
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Eksempel 3·4: Grundligninger for 2-frihedsgraders system 
f ( t) 
Figur 3-4: Tvungne svingninger af drempet 2-frihedsgraders system. 
Bevregelsesligningerne for det i figur 3-4 viste system af 2-frihedsgrader ~nskes opstillet. 
Den deformerede tilstand i forhold tilligevregtstilstanden fastlregges ved koordinaterne x1 , x 2 • Mas-
serne skreres fri, og de indre fjederkrrefter og drempningskrrefter i den deformerede tilstand paf~res 
som ydre krrefter med de i figur 3-4 viste fortegn. 
Newtons 2. lov grelder for hver af masserne 
mtzt = -kp:l + k2(x2- Xt)- c1:i:1 + c2(:i:2- :i:t) + ft(t) } 
m2x2 = -k3x2 - k2(x2 - Xt)- c3:i:2 - c2(:i:2 - Xt) + /2(t) 
Pa matrixform kan (3-38) skrives 
Mx + ex. + Kx = f( t) 
(3- 38) 
(3 - 39) 
(3 - 40) 
Systemet er linerert viskos drempet. I dette tilfrelde er drempningsmatricen positiv definit, hvorfor 
systemet er dissipativt. 
3.2 U drempede egensvingninger af n frihedsgraders systemer 
Differentialligningen for udrempede egensvingninger f0lger ai (3-36), (3-37) for C = 0 , 
f(t) =0 
Mx + Kx = o , t > 0 } 
x(O) = Xo ' x(O) = Xo 
(3- 41) 
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L~sninger til (3-41) s~ges pa formen 
(3- 42) 
(3-42) angiver kun en harmonisk bevregelse, hvis w er reel, jf. (1-3). Dette vises senere 
at vrere tilfreldet. Forel~big antages w at vrere kompleks, ligesom ~ antages at vrere en 
kompleks vektor. 
lndsrettes (3-42) i (3-41) findes ved argumentationen anf~rt i forbindelse med (2-67) 
Vt ER: Re( ( -w2 M + K)~eiwt) = 0 =? 
(K -w2M)~ = 0 (3- 43) 
(3-43) er et homogent ligningssystem til bestemmelse af ~. En n~dvendig betingelse for 
ikke-trivielle l~sninger ~ =f. 0 er, at determinanten til koeffi.cientmatricen er lig 0, dvs. 
det(K- w 2 M) = 0 (3- 44) 
(3-44) reprresenterer en n. gradsligning i w 2 , der benrevnes den karakteristiske lig-
ning eller frekvensbetingelsen. R~dderne i denne betegnes wi, w~, . .. , w~. Svarende til 
r~dderne wi, w~, . .. , w~ eksisterer egentlige l~sninger ~(l) , ~( 2) , ... , ~(n). Mrengden af 
disse l~sninger benrevnes systemets uddJmpede egensvingningsformer. 
Sretning 3-1: Hvis M og K begge er symmetriske matricer, og enten M eller K er 
positiv definit, er samtlige egenvrerdier og tilh~rende egensvingningsformer reelle. 
Bevis: 
Antag, at M er positiv definit . (3-43) opskrives for den k. egensvingningsform, dvs. 
Ved kompleks konjugering af (3-45) f~lger 
K~(k)• = (wi)*M~(k)• 
(3 -45) 
(3 - 46) 
Er derfor (w~, ~(k)) en l~sning til egenvrerdiproblemet, er ogsa ( (wD *, ~(k) •) en l~s­
mng. 
(3-45) ganges foran med (~(k)•)r, og (3-46) ganges foran med ~(k)T . Herved 
(3- 47) 
(3 - 48) 
50 
(3-48) transponeres. Af KT= K og MT =M f~lger 
(<P(k)•)TKT<P(k) = (wD*(<P(k)•)TMT<P(k) :;. 
(<P(k)•)TK<P(k) = (wD*(<P(k)•)TM<P(k) 
Ved subtraktion af (3-49) fra (3-4 7), findes herved 
( wi - (wi)*) ( <P(k)•) T M<P(k) = 0 
(3-50) kan kun vrere opfyldt, hvis en af f~lgende betingelser er opfyldt 
(3- 49) 
(3 - 50) 
(3- 51) 
(3- 52) 
Hvis (3-51) ikke er opfyldt, dvs. w% =J (w%)*, og w% derfor er kornpleks, rna (3-52) 
n~dvendigvis vrere opfyldt, og <!)(k) rna i sa fald vrere kornpleks. Det eftervises nu, at 
(3-52) aldrig kan grelde, og (3-51) derfor rna vrere opfyldt. Lad <P(k) = a+ ib, hvor a 
og b er reelle vektorer. Herved 
(<P(k)•)TM<P(k) = (a-ib)TM(a+ib) 
= aTMa + bTMb + i(aTMb- bTMa) 
= aTMa+ bTMb > 0 (3- 53) 
Irnaginrerdelen i det nrestsidste udsagn forsvinder, idet bTMa = (bTMa) T = aTMTb 
= aTMb. Det sidste udsagn af (3-53) f~lger, fordi M er positiv definit. 
Nar wi er reel, bliver koefficientrnatricen i (3-43) reel. Herved ma ogsa l~sningen cp(k) 
vrere reel. 
Hvis K er positiv definit, mens M ingen definitegenskaber opfylder, ornskrives (3-45) 
pa forrnen .AKKcp(k) = M«P(k), Ak = 1/wZ, Man viser derefter pa sarnrne made, at .Ak 
og derrned wi er reel. Dette slutter beviset for sretningen. 
Sretning 3-2: Hvis M og K begge er syrnrnetriske og positiv definitte rnatricer, er 
sarntlige egenvrerdier positive. 
Bevis: 
Af ( 3-45) f~lger 
2 
_ cp(k)TK<!)(k) 
wk - cp(k)TM«P(k) ' k = 1, 2, ... 'n (3- 54) 
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Savel treller som nrevner pa hfiSjresiden ai (3-54) er positive som ffiSlge af, at K og M er 
positiv definit. Heraf ffiSlger w~ > 0. 
Nar w~ > 0 ffiSlger, at Wk bliver reel. Idet cp(k) er en reel vektor, kan (3-42) skrives 
x(t) = cp(k) COSWkt , k = 1, ... , n (3- 55) 
(3-55) reprresenterer en harmonisk bevregelse, hvor samtlige komponenter er i fase, jf. 
(1-1). 
Bevregelsen (3-55) betegnes den k. udtempede egensvingningsbevtegelse, og Wk er den k. 
udtempede cykliske egenfrekvens. I det ffiSlgende antages egensvingningerne ordnet efter 
voksende cykliske egenfrekvenser, w1 :5 w2 :5 · · · :5 Wn, med mindre andet anf(ISres. 
Egenvrerdiproblemet kan alternativt formuleres ved hjrelp af deformationsmatricen. 
Ganges (3-43) foran med D = K-1 fremkommer egenvrerdiproblemet 
1 
(DM - ).E)«P = 0 , ). = 2 
w 
(3- 56) 
(3-43) og (3-56) bestemmer samme cykliske egenfrekvenser Wk og egensvingningsformer 
cp(k). 
Hvis cp(k) er en lfiSsning til (3-43) eller (3-56), er ogsa c«P(k) en l(ISsning, hvor c er en ar-
bitrrer konstant. Egensvingningsformerne er saledes bestemt pa nrer en vilkarlig faktor. 
En vilkarlig af komponenterne i cp(k) kan herved vrelges lig 1, hvorefter de (ISvrige n- 1 
komponenter bestemmes ved at udvrelge vilkarlige n- 1 ligninger med rangen n- 1 af 
(3-43) eller (3-56). 
Eksempel 3-5: Egensvingninger af 2-frihedsgraders system 
Cykliske egenfrekvenser og egensvingningsformer ~nskes bestemt for det i eksempel 3-4 defi.nerede 
system. 
Ved (3-40) kan (3-43) skrives 
(3- 57) 
Den karakteristiske ligning (3-44) bliver 
m1 m2w4 - ( m1 (k2 + k3) + m2(k1 + k2)) w2 + k1k2 + k1k3 + k2k3 = 0 => 
(3 - 58) 
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Nar w2 = w? eller w2 = w~ indsrettes i (3-57), kan de tilsvarende egensvingningsformer q>(l ) og q>(2 ) 
bestemmes. Srettes koordina.ten cf>~i) = 1, giver {3-57) herved fl~Slgende ligninger til bestemmelse a.f 
koordinaten <fl ii) 
( k1 + k2 - w[m1) cf>~i) - k2l = 0 } 
- k2cf>~i) + ( k2 + k3 - w[m2) 1 = 0 
, i = 1,2 (3- 59) 




Figur 3-5: Egensvingningsformer for da.ta.eksempel. 
Lad specielt kt = k2 = k3 = k , mt = m , m2 = 2m. (3-58) giver 
:: } = { (3 - 61) 
Af (3-60) findes 
q>(l) = [ v'31- 1] 
q>(2) = [-(~+1)] } (3- 62) 
Egensvingningsformerne (3-62) er skitseret i figur 3-5. 
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Eksempel 3-6: Egensvingninger af matematisk dobbeltpendul 
k 
e 
m m m m 
Figur 3-6: Egensvingninger af matematisk dobbeltpendul. 
2 matematiske penduler er koblet vha. en svag fjeder k, der er udeformeret , nar pendulerne begge 
er i lodret position. Positionen af pendulerne fastlregges ved vinklerne 81 og 82, der regnes positiv 
mod uret. 
Pendulerne skreres fri ved fjederen, og den indre fjederkraft ka( fh - 81 ) piiff6res som ydre kraft. 
Impulsmomentsretningen anvendes pa de fritskarne penduler, idet momenter tages omkring un-
derst{lltningspunktet. Reaktionen i underst{lltningspunktet gar herved ud af ligningerne. Idet der 
forudsrettes sma svingninger om ligevregtstilstanden, bliver bevregelsesligningerne 
m/201 = -mg/81 + ka2(82- 81) } 
m/2 ii2 = -mg/82- ka2 (82 -81) 
(3- 63) 
Det erindres, at momenterne af de ydre krrefter regnes positivi samme retning som frihedsgraderne 
81 og 82. Pa matrixform antager (3-63) formen 
[ m~2 m~2] [ :~] + [ mg~:a;a2 mg~~~a2] [:~] = [~] (3- 64) 
(3-64) er af samme type som {3-57). Resultater opnaet i forbindelse med (3-57) kan derfor direkte 
overff6res ved at srette 
k1 = mgl , k2 = ka2 , k3 = mgl } 
m1 = m/2 , m2 = m/2 
(3 - 65) 




Egensvingningsformer bliver ved (3-60) 
~(1) = [ mgl+k:~
2
-fm12] = [~] 
+(2); [ m•l+>•'-(~:,~~)mf']; [ -/] 
(3- 67) 
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4>(l) svarer til, at pendulerne bevreger sig i fase, saledes at fjederen er udeformeret . 4>( 2) svarer 
til at pendulerne bevreger sig i modfase. Fjederen deformeres svarende til en knude i midtpunktet. 
Fszslgelig er w2 > w1. 
Ved (3-55) bestemmes n lineaert uafhaengige l(ISsninger x(t) = (l)(k) coswkt, k = 1, ... , n, 
til den homogene differentialligning (3-41). Man efterviser let, at x(t) = q, (k) sinwkt, 
k = 1, ... , n repraesenterer yderligere n lineaert uafhaengige l(ISsninger til (3-41). Den 
fuldstaendige l(ISsning til den homogene differentialligning (3-41) kan dermed skrives som 
en linearkombination af de herved bestemte 2n lineaert ua.fhaengige l(ISsninger 
(3- 68) 
L(ISsningen til begyndelsesvaerdiproblemet (3-41) er da givet ved (3-68), m1r koefficien-
terne aT = (a!, ... , an] og bT = [bl, . .. , bn] vaelges, sa begyndelsesbetingelserne opfyl-
des. Fort= 0 haves 
Xo = a1 q,(l) + · · · + anq,(n) 
Xo = blwlcJ»(l) + · · · + bnwnq,(n) 
(3 - 69) 
(3 - 70) 
(3- 71) 
hvor 






(3 - 73) 
0 
P betegnes modalmatricen. S(ISjlerne i denne udg(ISres af komponenterne i egensving-
ningsformerne. Da disse er lineaert uafhaengige, eksisterer p-l. 
Eksempel 3-7: Egensvingninger af 2-frihedsgraderssystem 
Egensvingningen af det i figur 3-5 definerede system szsnskes bestemt for begyndelsesbetingelserne 
(3 - 74) 
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Modalmatricen P f~lger af (3-62) og (3-72) 
[
.il 
p-1 = -1 (3 - 75) 
Af (3-70), (3-71), (3-74) f~lger heraf 
(3- 76) 
Ved indsretning af (3-76) i (3-68) findes den s~gte bevregelse 







't ~ 0 } 
(3- 77) 
Eksempel 3-8: Egensvingninger af dobbeltpendul 
Egensvingningen af det i eksempel 3-6 definerede system 0nskes bestemt for begyndelsesbetingel-
serne. 
[
(h(O)] =[A] [~1(0)] = [0] 
02(0) 0 ' 02(0) 0 
Modalmatricen P f~lger af (3-67) 
Af (3-70), (3-71), (3-78) f~lger herved 
Ved indsretning af (3-80) i {3-68) findes den s~gte bevregelse 
g k a2 
-+2--
l m /2 






(3-81) kan skrives 
N «'ir fjederen mellem pendulerne er tilstrrekkelig slap, ell er a «: I, grelder 
k a2 g 2--«:-
m 12 I 
Nar (3-83) er opfyldt, grelder 
k a2 I If ( k a2 I ) 1+2---~ - 1+--- =wt+2wo 
m 12 g I m 12 g 
1 k a 2 
wo= ----
2 m y'/3; 
Der er her benyttet v'f"+; ~ 1 + f , I x 1«: 1. Herved kan (3-82) skrives 
[ 
91 ( t) ] ""' [A cos wo t cos W} t] 
82(t) - Asinwot sinw1t 
Figur 3-7: Amplitudemodulerede svingninger af matematisk dobbeltpendul. 
(3 - 82) 
(3 - 83) 
(3 - 84) 
(3- 85) 
(3- 86) 
G rafen for bevregelserne ( 3-86) er vist i figur 3-7. Gensvaret reprresenterer egensvingninger med 
den cykliske egenfrekvens Wt , i hvilken amplituden varierer harmonisk med en cyklisk frekvens 
wo «: Wl. Frenomenet betegnes amplitudemodulation eller beating. 
Systemet er konservativt, hvorfor der ma ske en langsom overf0rsel af mekanisk energi fra et pendul 
til et andet i takt med amplituderne rendres. 
Det bemrerkes, at (3-86) kun approksimativt tilfredsstiller (3-64) som f0lge af den approksimative 
rrekkeudvikling (3-84). 
3.3 Tvungne harmoniske svingninger af n frihedsgraders systemer 
Det antages, at den ydre kraft f(t) i (3-36) er harmonisk varierende, dvs. 
f(t) = Re(Feiwt) 
Pa komponentform haves 
[
IF, I cos~wt- 011) ] 
I Fn I cos(wt- an) 
Faserne a i er givet ved 
Re(Fj) = Re(l Fj I e-iai) =I Fj I cosaj 
Im(Fj) = Im(l Fj I e-icri) = -I Fj I sinaj 
Im(Fj) 
tanai =- ( ) Re F· ) 
, j = 1, ... ,n 
Herved kan (3-36), (3-37) skrives 
Mi: + Cx + Kx = Re(Feiwt) } 
x(O) = Xo ' x(O) = Xo 
Den stationrere 1!1Ssning til (3-90) s(ISges pa formen 




(3 - 88) 
(3- 89) 
(3- 90) 
(3 - 91) 
Ved indsretning af (3-91) i (3-90) findes ved argumentationen anf(ISrt i forbindelse med 
(2-67) 
VtER: Re([(-w2 M+iwC+K)X-F]eiwt) =0 =? 
X= H(w)F (3 - 92) 
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(3- 93) 
(3-91) er en l!{Ssning til den inhomogene differentialligning (3-90), nar den komplekse 
amplitudevektor X er givet ved (3-92). H(w) betegnes frekvensresponsmatricen. Denne 
afbrenger abenbart af det strukturelle system, specificeret ved matricerne M, C, K. 
Belastningen indgar derimod kun ved den cykliske frekvens w. 
An tag 
(3- 94) 
ef = [ 0 0 · · · 0 1 0 · · · 0] (3 - 95) 
1 tallet i vektoren ei forekommer ved den j. komponent. Alle 0vrige komponenter er 
lig 0. 
Amplitudegensvaret X= Hi fra (3-95) udg0r iht. (3-92) den j. s0jle i H(w ). 
Dernrest antages den ydre belastning at vrere periodisk med perioden T, dvs. 
f(t) = f(t + T) (3- 96) 
For hver komponent /j(t) grelder dernrest en Fourierrrekke af typen (2-99). F0lgelig kan 
f( t) skrives 
1 00 




Wm =mT, m= 1,2, ... (3- 98) 
a0 og F m er vektorer af Fourierkoefficienterne ao, Fm i (2-99) for hver af belastnings-
komponen terne J; ( t). 
Den stationrere bevregelse fra belastningen (3-97) bestemmes ved superposition af den 
stationrere bevregelse fra hver af de harmoniske komponenter. Ved (3-92), (3-93) findes 
1 00 
x(t) = 2K-1ao + L Re(Xmeiwmt) 
m=l 
(3 - 99) 
Xm = H(wm)Fm (3- 100) 
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De partikulrere integraler (3-91), (3-99) hetegnes x(l>(t). Den fuldstrendige ls<'lsning til 
(3-36), der opfylder (3-37) kan da skrives 
(3- 101) 
x<0>(t) er her 1S1lsningen til den homogene differentialligning, der tilfredsstiller begyndel-
sesbetingelserne. 
x<0>(o) = xo - x<1>(o) } 
x<0>(o) = io - x<l)(O) 
For den partikulrere ls<'lsning (3-91) grelder 
x(l>(O) = Re(X) = Re(H(w)F) } 
x<1)(0) = Re(iwX) = Re(iwH(w)F) 
For ls<'lsningen (3-99) grelder 
x<1)(0) = ~K-1 ao + f Re(H(wn)F n) 
n=l 
00 





LS!lsningen x<0)(t) til den homogene differentialligning for givne begyndelseshetingelser 
beskriver drempede egensvingninger af et system af n frihedsgrader. Fastlreggelsen af 
disse beskrives i det fs<'llgende afsnit 3.4. 
Eksempel 3-9: Harmonisk gensvar af 2-frihedsgraders system 
Systemet i eksempel 3-4 pavirkes af den harmonisk varierende ydre belastningsvektor 
(3- 105) 
Den stationrere harmoniske bevregelse bliver 
(3 - 106) 
X bestemmes af F ved (3-92). Frekvensresponsmatricen H(w) bliver ved (3-40) , (3-93) 
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2.. [k2+k3-w2m2+iw(c2+c3) k2+iwc2 ] 
D k2 + iwc2 k1 + k2- w2m1 + iw(CI + c2) (3- 107) 
D = det( -w2M + iwC + K) 
= ( k1 + k2 - w2 m1 + iw( c1 + c2)) ( k2 + k3 - w2 m2 + iw( c2 + c3)) - ( k2 + iwc2 )2 (3 - 108) 
3.4 Tvungne svingninger af systemer af n frihedsgrader so m f0lge af arbitrrer 
pavirkning 
Betragt et linerert viskos drempet system af n frihedsgrader, der befinder sig i hvile til 
tiden t = o-. Til tiden t = 0 pafpres en enhedsimpuls i den j . frihedsgrad, mens de 
pvrige frihedsgrader antages ubelastede. Bevregelsen som f!Zilge heraf betegnes hj(t) . I 
henhold til (3-36) bestemmes hj( t) af differentialligningen 
Mh · + Ch · + Kh · - e ·S(t) ) ) ) - ) (3- 109) 
Vektoren ej er givet ved (3-95). 
Enhedsimpulser pafpres pa skift i alle n frihedsgrader, hvorved n l!Zisningsvektorer h1 (t), 
. .. , hn(t) opnas. Komponenteme i disse organiseres s!Zijlevis i en matrix h(t), der be-
tegnes impulsresponsmatricen, i.e. 
(3- 110) 
Mrengden af differentialligninger (3-109) kan herved samles i f!Zilgende matrixdifferenti-
alligningssystem 
Mh + Ch + Kh = ES( t) (3-111) 
E er enhedsmatricen. S!lljlevektorerne pa hpjresiden af (3-111) er dermed identisk med 
h!Zijresiden af (3-109). 
Da systemet er i hvile, fpr pavirkningen pafpres, er 
(3- 112) 
Ved impulsbelastninger grelder som for 1 frihedsgraders systemer, at fiytninger er kon-
tinuerte, mens hastigheder er diskontinuerte. Heraf 
(3- 113) 
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(3-111) integreres fra t = o- tilt= o+. Ved (3-112) og (3-113) findes 
o+ o+ o+ o+ 
M i- h(t)dt + C i- h(t)dt + K i- h(t)dt = E i- 8(t)dt => 
(3- 114) 
Af (3-111 ), (3-113), (3-114) f~lger, at impulsresponsmatricen kan bestemmes som l~sning 
til begyndelsesvrerdiproblemet 
Mh + Ch + ~h = 0 , t > 0 } 
h(o+) = o , h(o+) = M-1 
(3- 115) 
Af (3-115) f~lger, at s~jlevektorerne hj(t) , j = 1, .. . , n i h(t) reprresenterer n linerert 
uafhrengige l~sningsvektorer til det drempede egensvingningsproblem. 
Af (3-115) f~lger 
(3- 116) 
Af (3-114), (3-116) og ved differentiation af (3-115) findes f~lgende begyndelsesvrerdi-
problem til bestemmelse af h(t) 
(3 -117) 
Af (3-117) f~lger, at s~jlevektorerne hj(t), j = 1, ... , n i h(t) reprresenterer yderligere 
n linerert uafhrengige l~sningsvektorer til det drempede egensvingningsproblem. 
Betragt st~rrelsen 
(3- 118) 
Ved differentiation af (3-118), og anvendelse af (3-113), (3-114) findes 
x(l>(t) = h(t- t)f(t) +it h(t- r)f(r)dr =it h(t- r)f(r)dr (3- 119) 
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x<1)(t) = h(t- t)f(t) + 1t h(t- r)f(r)dr = 
M-1 f(t) + 1t h(t- r)f(r)dr 
Af (3-118), (3-119), (3-120) findes 
Mx<1 ) + cx<1) + Kx<l) = 
f(t) + 1t [Mh(t- r) + Ch(t- r) + Kh(t- r)]f(r)dr, t > 0 
(3- 120) 
(3-121) 
Det f~lger af (3-115), at leddet i den skarpkantede parentes i integranden pa hy:~jresiden 
af (3-121) er lig 0. Fy:~lgelig haves 
Mx<1 ) + cx<1) + Kx<l) = f(t), t > o (3- 122) 
(3-122) viser, at x<l)(t) er et partikulrert integral til (3-36). Af (3-118) og (3-119) fy:~lger, 
at det partikulrere integral tilfredsstiller begyndelsesbetingelserne 
(3- 123) 
Den fuldstrendige ly:~sning til (3-36) kan skrives 
x(t) = x<0)(t) + x<1)(t), t > 0 (3- 124) 
x<0)(t) angiver den transiente del af bevregelsen, der bestemmes som ly:~sning til den 
homogene differentialligning (3-36). Af (3-37), (3-123), (3-124) f~lger, at den s0gte 
transiente bevregelse skal tilfredsstille begyndelsesbetingelserne 
(3- 125) 
Det fy:~lger heraf, at x<0)(t) beskriver den drempede egensvingningsbevregelse fra begyn-
delsesbetingelserne x(O) = Xo ' x(O) = Xo . 
Ovenfor er bestemt 2n linerert uafhrengige ly:~sninger hj(t), hj(t), j = 1, . . . , n til den 
homogene differentialligning (3-36). Heraf fy:~lger, at enhver l~sning til den homogene 
differentialligning (3-36) kan skrives som en linearkombination af hj(t), hj(t), 
j = 1, . .. , n. Specielt for x<0)(t) haves 
n n 
x<0)(t) = L hj(t)ai + L hj(t)bj (3- 126) 
j=l j=l 
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Pa matrixform kan (3-126) skrives 
x(0)(t) = h(t)a + h(t)b (3- 127) 
(3- 128) 
Ved differentiation af (3-127) findes 
X(O)(t) = h(t)a + h(t)b (3- 129) 
U dviklingskonstanterne a, b bestemmes ved indsretning af begyndelsesbetingelserne 
(3-113), (3-114), (3-116), (3-125) i (3-127), (3-129) 
x0 = Oa+ M-1 b 
xo = M-1a- M-1 cM-1b 
a= Cxo +Mxo } 
h=Mxo 
} =? 
Ved indsretning af (3-130) i (3-127) findes herved 
x(0)(t) = (h(t)M + h(t)C)x0 + h(t)Mxo 
(3- 130) 
(3- 131) 
Ved indsretning af (3-118) og (3-131) i (3-124) findes l~sningen til (3-36), (3-37) pa 
formen 
x(t) = (h(t)M + h(t)C)x0 + h(t)Mx0 + 1t h(t- r)f(r)dr (3- 132) 
Den drempede egensvingningsbevregelse, der tilfredsstiller begyndelsesbetingelserne 
(3-37), findes specielt for f( T) = 0 
x(t) = (h(t)M + h(t)C)xo + h(t)Mxo (3- 133) 
Save! bevregelsen ved tvungne svingninger som egensvingningsbevregelsen af et linerert 
viskost drempet system er herved bestemt, hvis impulsresponsmatricen h(t) kendes. 
Linerer svingningsteori for systemer af n frihedsgrader har i princippet til formal at 
bestemme denne. 
(3-111) ganges med e-iwt pa begge sider af lighedstegnet, efterfulgt af en integration 
over intervallet ] - oo, oo[. Af betingelserne h( -oo) = h( -oo) = h( oo) = h( oo) = 0 
findes ved delvis integration 
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(3- 134) 
Ved integraler af typen J~ h(t)e-iwtdt forstas matricen, der dannes af Fouriertrans-
formationen af hver af n X n komponenter i h(t). 
Af (3-93) og (3-134) f~lger 
H(w) = 100 h(t)e-iwtdt = { 00 h(t)e-iwtdt 
-oo Jo (3- 135) 
Af (3-135) og (A-14) f~lger, at H(w) er den Fouriertransformerede af h(t) . Ved (A-13) 
findes herved 
h(t) =- H(w)eiwtdw, t > 0 1 100 
271'" -00 
(3- 136) 
I princippet er problemet herved l~st . Man starter med at beregne H( w) af 
(3-93). h(t) beregnes dernrest af (3-136). I praksis er metoden dog sredvanligvis ui-
gennemf~rlig savel numerisk som analytisk. I stedet angives i afsnit 3.6 og afsnit 3.7 
analytiske bestemmelser af h( t), gyldig for en stor klasse af konstruktioner. 
3.5 Ortogonalitetsegenskaber for udrempede egensvingningsformer 
Sretning 3-3: Egensvingningsformer q;(i) og q;(i) h~rende til forskellige egenvrerdier 




z = J 
Mi er den udtempede modalmasse i den i. egensvingning defineret ved 






Udgangspnnktet tages igen i (3-43). Denne opskrives for den i. og j. egensvingning 
(3- 140) 
(3- 141) 
(3-140) ganges foran med C)(i)T, og (3-141) ganges foran med C)(i)T_ Herved 
(3- 142) 
(3- 143) 
(3-142) transponeres. Ved udnyttelse af symmetriegenskaberne KT = K, MT = M 
fin des 
(3- 144) 
Ved subtraktion af (3-143) fra (3-144) fS?)lger 
(3- 145) 
Er wr -f. w], fS?)lger (3-137) heraf. Men grelder (3-137), fS?)lger af (3-144), at ogsa (3-138) 
grelder. Dette slutter beviset for sretningen. 
Udover forudsretningen wr -f. w] hrenger beviset pa symmetriegenskaberne af K og M. 
Symmetrien af K er en fS?)lge af Maxwells sretning. Ligesom sretning 3-1 er sretning 3-3 
derfor blot at betragte som et lemma til Maxwells sretning. 
Nar de cykliske egenfrekvenser er forskellige, siges egenvrerdierne wr at vrere simple. 
Antag nu w[ er en k-dobbelt rod til den karakteristiske ligning (3-43), hvor i + k- 1 < n. 
C)(i), C)(i+l), . . . , C)(i+k-l) betegner de tilsvarende k linerert uafbrengige egensvingnings-
former knyttet til egenvrerdien w[, der ikke m~dvendigvis opfylder (3-137) og (3-138). I 
sa fald grelder 
Sretning 3-4: Enhver linearkombination af linerert uafhrengige udrempede egensving-





w(i) = a1 (»(i) + a2(»(i+1) + .. . + ak(»(i+k-1) 
Pastanden f!ISlger herefter ved anvendelse af (3-43), idet 
Kw(i) = a1K(»(i) + a2K(»(i+1) + · · · + akK(»(i+k-t) = 
(3- 146) 
(3- 147) 
Sretning 3-5: Det er altid muligt at vrelge et system af egensvingningsformer, der 
opfy lder ortogonali tets betingelserne ( 3-13 7), ( 3-138). 
Bevis: 
N ar egenvrerdierne er simple, er sretningen identisk med sretning 3-3. An tag nu, at egen-
vrerdien wr er en k-dobbelt rod til den karakteristiske ligning med tilh(2Srende udrempede 
ikke-ortogonale egensvingningsformer (»(i), (»(i+1), ... , (»(i+k-1). Betragt dernrest line-
arkombinationerne 
w<i> = (»(i) 
w(i+l) = (»(i) + a~i+l)(»(i+l) 
(3 - 148) 
Efter sretning 3-4 er samtlige linearkombinationer i (3-148) egensvingningsformer med 
egenvrerdien wr. 
Af sretning 3-3 f!ISlger, at enhver linearkombination af typen (3-148) er ortogonal pa 
enhver egensvingningsform (»(j), hvor w] f. w[. Det skal derfor blot eftervises, at 
egensvingningsformerne w(i)' w<*+1)' ... 'w(i+k-l) kan vrelges indbyrdes ortogonale i 
betydningen (3-137). 
Koefficienterne a~i+k-1 ), l = 2, ... , k bestemmes trinvist, saledes at ortogonalitetsbetin-
gelsen (3-137) overholdes. Eksempelvis bestemmes a~i+1 ) af betingelsen 
(i+I) (»(i)TM(»(i) 
a2 =- (»(i)TM(»(i+1) (3 - 149) 
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Den omtalte metode for valget af egensvingningsformerne q,(i), q,(i+I), . . . , q,(i+k-I) 
betegnes Gram-Schmidts ortogonaliseringsmetode. 
3.6 U dvikling i udrempede egensvingningsformer 
L~sningsvektoren x(t) til (3-36), (3-37) er en n-dimensional vektor. Til ethvert tids-
punkt t kan x(t) skrives som en linearkombination af n linerert uafurengige basisvek-
torer. Som basisvektorer kan man specielt vrelge de udrempede egensvingningsformer 
cp(l), cp(2), ••• , cp(n). Herved haves 
(3- 150) 
Koordinaterne q1 (t), q2 (t), ... , qn(t) i den valgte basis i det n-dimensionale vektorrum 
betegnes de ud<empede modalkoordinater. Da x(t) rendrer sig med tiden, er det klart 
at ogsa modalkoordinaterne ma rendre sig i tiden. (3-150) kan opfattes som en linerer 
transformation fra frihedsgraderne qT = [q1 , q2, . .. , qn] til frihedsgraderne x, der pa 
matrixform lyder 
x(t) = Pq(t) (3-151) 
Modalmatricen P er givet ved (3-72). 
Bevregelsesligningerne ~nskes formuleret i modalkoordinaterne. Med henblik herpa ind-
srettes (3-150) i (3-36), hvorefter ligningen ganges foran med cp(i)T. Herved 
n 
L(M'P(j)qi + C'P(j)qi + K'P(j)qi) = f(t) => 
j=l 
n 
L('P(i)TMcp<i)q:i + cp(i)Tc'P(j)qi + cp(i)TKcpU)qi) = cp(i)Tf(t) => 
j=l 
(3- 152) 
Fi(t) = cp(i)Tf(t) (3- 153) 
I det sidste udsagn af (3-152) er ortogonalitetsbetingelserne (3-137) og (3-138) benyttet. 
Kun for j = i bidrages til summationen. Fi(t) betegnes modalbelastningen i den i. 
egensvmgnmg. 
For at l~se (3-152) krreves kendskab til begyndelsesbetingelserne qi(O), 4i(O) for modalko-
ordinaterne udtrykt ved begyndelsesbetingelserne for de oprindelige koordinater. Med 
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henblik herpa indsrettes (3-150) i (3-37), hvorefter ligningerne ganges foran med ~(i)TM. 
Herved -
n 
Xo = L ~(j) qj(O) 
j=1 
n 
xo = L ~(j)qj(O) 
j=1 
n 




~(i)TM:Xo = L ~(i)TM~(i)4i(O) 
j=1 
Ved ortogonalitetsegenskaberne (3-137), (3-138) f!Zilger heraf 
(3- 155) 
Af (3-151) f!Zilger, at begyndelsesbetingelserne for modalkoordinaterne alternativt er 
givet ved 
(3- 156) 
Ved sammenligning af (3-155) og (3-156) findes f!Zilgende udtryk for den inverse modal-
matrix 
1 0 0 Mt 
0 1 0 
p-1 = M2 pTM (3- 157) 
0 0 1 Mn 
For linerert udrempede egensvingninger er C = 0, f(t) = 0. Herved reduceres (3-152) 
til 
iii +wrqi = o, .i = 1,.:.,n, t > o} 
qi(O) = qio , qi(O) = qio 
(3- 158) 
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(3-158) har l0sningen, jf. (2-8) 
(3- 159) 
L0sningen til egensvingningsproblernet fremkomrner ved indsretning af (3-159) i (3-150) 
(3- 160) 
Ved indsretning af (3-156) ses (3-160) at vrere identisk rned (3-68), (3-70), (3-71). 




(3-161) er ikke lettere at l0se end det oprindelige differentialligningssystern rned rnindre 
koefficienterne (ij = 0. Herved dekobler differentialligningssystemet (3-161) til simple 
differentialligninger af 2. orden rned konstante koefficienter, der besternrner hver sin 




I henhold til (3-137), (3-138), (3-164) er egensvingningsforrnerne saledes i tilfrelde af 
dekobling ortogonale vregtet med alle 3 systernmatricer M, C, K. 
Af regnetekniske grunde ignoreres koblingsleddene i (3-161) ofte, selv nar (3-164) ikke 
er opfyldt. Fejlen ved denne fremgangsrnade kan vurderes ved en perturbationsanalyse, 
som det vises senere i dette afsnit. Hvis (3-164) grelder, eller koblingsleddene ignoreres, 
haves 
(3 - 165) 
(; betegnes dcempningsforholdet i den i. egen.wmgnmg. 
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L~sningen til (3-165), der opfylder begyndelsesbetingelserne (3-155) bliv~r, jf. (2-136) 
( ) 
-"·w·t ( ( ) qi(O) + (iwiqi(O) . ) qi t = e "' ' qi 0 cos Wd,it + smwd,it 
Wd,i 
+ ithi(t-r)Fi(r)dr, i=1,2, ... ,n 
Wd,i = Wi/1- ([ 
{
0 ' h· t = 







Wd,i er den i. da;mpede cykliJke egenfrekvens. hi(·) betegnes impulJresponsfunktionen 
for den i . egensvingning. Det skal understreges, at disse begreber kun har mening for 
en konstruktion, hvor dekoblingsbetingelsen (3-164) er opfyldt. 
Nar (3-166) indsrettes i (3-150) opnas den fuldstrendige l~sning til (3-36), (3-37). Ved 
indsretning af (3-153), (3-155) kan l~sningen udtrykkes ved den oprindelige belastnings-
vektor f(t) og begyndelsesbetingelserne Xo og Xo. Resultatet bliver 
x(t) = A(t)x0 + B(t)x0 +it h(t- r)f(r)dr (3- 169) 
n 
A(t) = [l:(i~i(t) + 2(iwihi(t))q,<i>q,U>T] M (3- 170) 
j=l 
n 




h(t) = L hj(t)q,(i)q,(j)T (3- 172) 
j=l 
(3-172) angiver en analytisk l~sning for impulsresponsmatricen, der er gyldig, nar de-
koblingsbetingelsen (3-164) er greldende. 
Af (2-139), (3-135), (3-172) findes for frekvensresponsmatricen 
n 




Hj(w) betegnes frekvensresponsfunktionen i den j. egensvingning. Denne st!ISrrelsen er 
ligeledes kun meningsfuld, ncl.r dekoblingsbetingelsen (3-164) er opfyldt. 
Srettes w = 0 i (3-173) og (3-174), findes f!l!lgende interessante rrekkeudvikling for K-1 , 
der betegnes Mercers stEtning 
(3 -175) 
Idet det antages, at dekoblingsbetingelsen (3-164) ikke er opfyldt, betragtes koefficien-
terne (ij defineret ved (3-163). 















Antag systemet er dissipativt, svarende til at C er positiv definit . Da modalmatricen 
er ikke-singulrer, fordi s!l!jlevektorerne er linerert uafhrengige, f!ISlger at ogsa A er positiv 
definit. Lad xT = [0· ··0 Xi 0 · ··0 Xj 0 · ··0], hvor kun den i . og j. komponent er 
forskellig fra 0. Herved haves 
(3- 178) 
Uligheden (3-178) skal opfyldes for vilkarlige [xi,Xj] f. [0, 0], svarende til at koeffici-
entmatricen af den kvadratiske form pa h!l!jresiden af (3-178) er positiv definit . Da 




Er yderligere c = eT opnas ved (3-176) og (3-179) f0lgende ulighed for dissipative 
symmetriske drempningsmatricer 
I (;j I< V(:(; (3- 180) 
Med henblik pa at opna en tilnrermet analytisk l0sning, nar dekoblingsbetingelsen (3-
164) ikke er opfyldt, skrives (3-161) pa formen 
ij; + 2w; ( (;ili +( t; ,j"::.~J.'~ 4; + wi q;) = ~/;( t), t > 0 } . _ 
."" . , z -1, .. . ,n 
J~· 
q;(O) = q;o, q;(O) = q;o 
( = . _max I (;j I 
a,J=1, ... ,n 
Systemet antages svagt drempet. Af (3-180) f0lger heraf 
( <. max (; ~ 1 




Under forudsretning af (3-183) kan en tilnrermet analytisk l0sning opnas ved en per-
turbationsanalyse. Princippet i denne er, at l0sningen q;(t ) til (3-181) skrives som en 
potensrrekke i pararneteren ( ~ 1, dvs. 
(3- 184) 
F\mktionerne q~k)(t), k = 0, 1, ... i (3-184) betegnes k. ordenslfJsningerne. Disse anta-
ges uafhrengige af (. Som vist i det f0lgende bestemmes disse funktioner trinvist som 
l0sning til samme linerere differentialligning med forskellige inhomogeniteter og begyn-
delsesbetingelser q~k) (0) = q~;>, qrk) (0) = qr;>. 
Srettes t = 0 i (3-184) findes 
(0) (1) 2 (2) } q;o = qio + (q;o + ( q;o + · · · . 
. .(o) + r .(1) + r2 · (2) + ' t = 1, ... 'n 
q;o = q;o ..,qio .., qio · · · 
(3- 185) 
(3-185) ma vrere opfyldt for vilkarlig vrerdi af (. Heraf f0lger 
(0) ·(0) . } q;o = q;o, qio = q;o 
(k) .(k) , i = 1, .. . , n 
qiO = 0, qiO = 0, k = 1, 2, ... 
(3- 186) 
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Indsrettes lfl5sningsantagelsen (3-185) i (3-181) og samles led med frelles faktor (k, findes 
.. (o) + 2;- . . .(o) + 2 (o) __ 1 F.·(t) qi .,,w,qi w; qi - Mi ' 
i = 1, ... ,n 
(3- 187) 
Med samme begrundelse som ved udledelsen af randbetingelserne (3-186) ma faktorerne 
i de skarpkantede parenteser af (3-187) vrere lig 0. I forbindelse med (3-186) opnas 




(3-188a) er identisk med (3-165), hvorfor qr0)(t) er givet ved (3-166). 0. ordens lfl5sningen 
svarer saledes tillfl5sningen, hvor modalkoblingen ignoreres. 
Den herved opnaede lfl5sning for qr0\t) indsrettes pa hfl5jresiden af (3-188b), der herved 




(3-189) kan dernrest indsrettes pa h0jresiden af (3-188c), der herved bliver en kendt 
funktion af tiden. Herved kan qf2 )(t) bestemmes. Processen kan fortsrettes ubegrrenset. 
k. ordens l0sningen bliver 
(3- 190) 
Hvis f(t) i (3-153), og dermed samtlige modalbelastninger Fj(t), indeholder en har-
monisk komponent med den cykliske egenfrekvens Wj, vil q)0\t) bestemt ved (3-188a) 
resonanspavirkes, mens dette ikke er tilfreldet for qi0\t) , i =I= j. Dermed bliver qp)(t) 
relativt stor, fordi bidraget q)0 ) ( r) i summationen pa h0jresiden af (3-:189) er stor. I 
dette tilfrelde kan det andet led pa h0jresiden af (3-184) blive sammenlignelig med det 
f0rste led for ikke-resonanspavirkede modalkoordinater, selv hvis ( ~ 1. En praktisk 
tilnrermelse i dette tilvrerelse er herved 
, • = 1, ... n , i # j } 
' z = J 
(3- 191) 
Ved tret sammenliggende egenfrekvenser, fx. Wj ~ Wi, kan egensvingningsgensvaret i 
q)0 )(t) resonanspavirke qf1)(t), jf. (3-188b). I dette tilfrelde ma modalkoblingerne tages 
i regning, men kun m ell em den i. og den j. egensvingning. 
For ( ~ 1 kan modalkoblingerne generelt ignoreres i tilfrelde af veladskilte egenfrekven-
ser. 
3. 7 Udvikling i drempede egensvingningsformer 
Betragt identiteten 
Mx-Mx=O 
Kombineres (3-192) med (3-36) fremkommer 
ell er 
Az + Bz = F( t) , t > 0 } 





[x(t)] [xo] z(t) = x(t) ' Zo = Xo (3- 195) 
(3- 196) 
(3- 197) 
I det f~lgende forudsrettes, at C er symmetrisk og positiv definit. Da samtidig M og K 
er symmetriske, bliver A og B symmetriske. Selv om M, Cog K alle er positiv definit, 
er dette ikke tilfreldet for hverken A eller B. Sa.J.edes haves for zT = [xT,xTJ 
zT Az = xTcx + 2xTMx 
zTBz = xTKx- xTMx } (3- 198) 
Afhrengig af st~rrelsen og fortegnet af komponenterne i vektorerne x og x, kan h~jresi­
derne af (3-198) vrere positive eller negative. 
Egensvingninger af systemet (3-194) er givet ved 
Az + Bz = o , t > o } 
z(O) = zo 
L~sninger s~ges pa formen 
(3- 199) 
(3- 200) 
hvor '11 er en konstant kompleks vektor af dimension 2n, og ,\er en kompleks konstant. 
Ved indsretning ses, at (3-200) er en l~sning til (3-199), hvis og kun hvis '11 er en l~sning 
til det linerere egenvrerdiproblem af dimension 2n 
(-\A+ B)'ll = 0 (3- 201) 
Den n~dvendige betingelse for l~sninger til det homogene ligningssystem er, at deter-
minanten til koefficientmatricen er lig 0. Dette f~rer til den karakteristiske ligning 
det(-\A +B)= 0 (3- 202) 
(3-202) reprresenterer en 2n. gradsligning i ,\ med reelle koefficienter. R~dderne i denne 
udg~r egenvrerdierne Aj, j = 1, .. . , 2n. For hver egenvrerdi eksisterer en ikke-triviel 
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l~sning wU) til (3-201 ), der er bestemt pa mer en arbitrrer faktor. Egenvrerdierne Aj kan 
vrere savel reelle som komplekse. Afhrengig heraf bliver koefficientmatricen i (3-201), 
og dermed egenvektorerne w(j)' tilsvarende reelle eller kornplekse. 
(3-201) er af prrecis samme form som (3-43). B svarer til K, A svarer til M og).. svarer 
til -w2 • Analogt til M og K er A og B symmetriske. Kun denne egenskab er n~dvendig 
for at bevise ortogonalitetsegenskaberne (3-137), (3-138). Der grelder derfor for savel 
reelle som komplekse egenvektorer 
hvor 
w<i)T AwU) = { o 
m · J 






mj betegnes den dt£mpede modalma88C. Denne er kompleks, nar wU) er kompleks. 
Det fremgar af (3-201), at (>..j, wj) er en l~sning til egenvrerdiproblemet, hvis (>.. j , Wj) 
er en l~sning. Alle kornplekse egenvrerdier forekommer sa1edes i par, der er hinandens 
kompleks konjugerede. Det sarnlede antal komplekse egenvrerdier er herved et lige antal. 
Da det totale an tal egenvrerdier er 2n, er ogsa antallet af reelle egenvrerdier et lige antal. 
Den afg~rende forskel pa egenvrerdiproblemerne (3-43) og (3-201) er, at hverken A eller 
B er positiv definitte i modsretning til M og K . I forbindelse med beviset for sretning 
3-1 blev egenskaben, at M er positiv definit, benyttet til at udelukke betingelsen (3-
52), hvorved det bliver logisk tvingende, at (3-51) er greldende. N ar )..i er kompleks, er 
>..j =1 Aj en egenvrerdi med egenvektoren q,U)• =I q,(j). I henhold til (3-203) og (3-204) 
er dermed (wU)•) T Aw(i) = (wU)•) T BwU) = 0. Dette er i overensstemmelse med, at 
m1r den til (3-51) analoge betingelse ikke er opfyldt, ma den til (3-52) analoge betingelse 
n~dvendigvis opfyldes. 
Egenvrerdierne skrives pa forrnen 
(3- 206) 




Egensvingningerne (3-207) ma alle klinge bort for t -+ oo, da systemet er forudsat 
dissipativt (C er positiv definit). Der ma derfor altid grelde, at realdelen 1-Li er positiv. 
Nar Aj er kompleks, angiver (3-207) en underkritisk drempet egensvingning med den 
drempede cykliske egenfrekvens Vj, jf. (2-52) og figur 2-9. Tilsvarende, nar Aj er reel 
(vj = 0), angiver (3-207) en overkritisk drempet egensvingning, jf. (2-48) og figur 2-11. 
Af ( 3-195) og ( 3-199) f!15lger, at egenvektorerne har form en 
(3- 209) 
Ved indsretning af (3-197) og (3-209) i (3-201) ses, at ~er 1!15sning til egenvrerdiproble-
met 
(3- 210) 
(3-210) er igen et homogent ligningssystem. Den karakteristiske ligning bliver 
(3- 211) 
(3-210) er ikke-linerert egenvrerdiproblem af orden n. R!15dderne Aj til de karakteristi-
ske ligninger (3-202) og (3-211) er identiske, og egenvektorerne ~(j) til (3-210) udg!15r 
halvdelen af egenvektoren wU) til (3-201 ). Undertiden vrelger man alligevel at 1!15se egen-
vrerdiproblemet (3-201) af doh belt orden, da dette er linerert og pa en standardform, 
for hvilke effektive numeriske algoritmer er tilgrengelig. 
Egenvektoren ~(j) af dimension n betegnes den dcempede egen.rwingningsform i den j . 
egensvingning. Ved (3-197), (3-205), (3-209) f!15lger, at den drempede modalmasse kan 
skrives 
(3- 212) 
I det f!15lgende antages, at samtlige egensvingninger er underkritisk drempede. Egen-
svingningsformerne samles i f!15lgende komplekse modalmatrix af dimension n x 2n 
(3- 213) 
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Egensvingningsformerne ~< 1 >, ~<2>, ... , 9Cn) kan alle vrelges, sa de tilsvarende egen-
vrerdier har positiv imaginrerdelvj. Egenvektorerne 4_;(1)*, ~(2)*, ... , ~(n)• har herved 
tilsvarende egenvrerdier med negativ imaginrerdel. Herved kan egensvingningsformerne 
~(1 ), ~(2), •.. , ~(n) ordnes efter voksende vrerdier af llj, dvs. 0 < v1 :::; v2 ::=; • · · :::=; vn. 
L~sningen til (3-194) er en reel 2n-dimensional vektor. Betragt rrekken 
n 
z(t) = Lq,(i)qj(t) + q,Ci)•qj(t) (3- 214) 
j=1 
(3-214) kan alternativ skrives pa f~lgende ensbetydende mader 
n 
z(t) = 2 L Re(wWqi(t)) (3- 215) 
j=1 
n 
z(t) = 2 'L(Re(wW)Re(qi(t))- Im(w<i))Im(qi(t))) (3- 216) 
j=1 
( 3-216) er en ud vikling af z( t) eft er de 2n linerert uafhrengige basisvektor Re ('If (j)) , 
Im(w<i)), j = 1, ... , n, hvilket viser gyldigheden af (3-214). qj(t) betegnes de dtempede 
modalkoordinater. Disse er komplekse ved underkritisk drempede egensvingninger, og 
reelle ved kritisk og overkritisk drempede egensvingninger. 





'L:(wCi)qi(O) + q,Ci)•qj(O)) = zo 
j=1 
Ved anvendelse af (3-203), (3-204) for henholdsvis egensvingningsformerne q,(i) og q,(i)•, 
i = 1, ... , n fin des 
<ii - )..iqi = ~ q,C i)TF( t ), 
mj 
1 ( .)T qi(O) = -'If 1 Azo 
m · I 
t>O} ,i=l, ... ,n 
·~- )..'!' ~ = -1 (q,Ci)•)TF(t) t > 0) ql I ql * ' m · I . 
, t = 1, ... , n 






I (3-219) er benyttet, at modalmassen svarende til egenvektoren w(i)* er lig 
(w(i)*)T Aw(i)* = (w(i)T Aw(i))* = mi. (3-219) er den kompleks konjugerede af (3-
218), og indeholder dermed ingen ny information. Af betydning er derfor kun den 
komplekse differentialligning af 1. orden (3-218), der er rekvivalent med 2 koblede reelle 
differentialligninger af 1. or den for henholdsvis real- og imaginrerdelen af qi ( t ). Dette 
skal sammenlignes med, at de udrempede modalkoordinater i det dekoblede tilfrelde er 
bestemt ved den reelle differentialligning af 2. orden (3-165), der ligeledes er rekvivalent 
med 2 differentialligninger af 1. orden. 
Specielt for flytningsgensvaret findes ved (3-195), (3-209), (3-215) 
n 
x(t) = 2 L Re(~U>qj(t)) 
j=l 
De drempede modalkoordinater bestemmes af (3-218). L~sningen bliver 
Ved (3-196), (3-209) f~lger 




Begyndelsesbetingelsen qi(O) er givet ved (3-218). Ved (3-195), (3-197), (3-209) haves 
1 [ ~(i) ]T [ C MOl [xx.oo] qi(O) = mi ).i~(i) M 
= _!_~(i)T((C + ).iM)x0 + Mxo) , i = 1, ... , n 
ffii 
Ved indsretning af (3-221 ), (3-222), (3-223) i (3-220) findes endelig 
= (h(t)M + h(t)C)x0 + h(t)Mx0 + lt h(t- r )f( r )dr 
n ( ).·t ) 






(3-224) er identisk med (3-132). (3-225) angiver den analytiske l0sning for impuls-
responsmatricen baseret pa udvikling i drempede egensvingningsformer, der er mere 
generel end den tilsvarende ls?5sning (3-172) baseret pa udrempede egensvingningsformer 
og modal dekobling, da der her kun forudsrettes, at C er symmetrisk. Egenskaben 
C = CT er n0dvendig for at kunne bevise ortogonalitetsegenskaberne (3-203), (3-204). 
Nar C er symmetrisk, dekobler modalkoordinatligningerne saledes totalt ved udvikling 
i drempede egensvingningsformer. 
Det kvasi-statiske gensvar findes ved at ignorere qi i (3-218) hvorved 
(3- 226) 
Ved indsretning af (3-226) i (3-220) findes 
x(t) = K-1f(t) = 2 t Re( ~(j) _/m. ~(i)Tf(t)) 
j=l ) ) 
(3- 227) 
(3-227) angiver analogien til Mercers sretning (3-175) ved udvikling i drempede egen-
svingningsformer. 
/lj og Vj i (3-206) skrives pa formen 
(3- 228) 
w(.d) = .j~~~ + v~ 
J rJ J (3- 229) 
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Ved drempede egensvingninger, hvor kun den j. drempede egensvingningsform pavirkes, 
angiver (Y) drempningsforholdet i egensvingningen. Deter i princippet (Y) og w]d), der 
males ved et egensvingningsfors0g af et linerer viskos drempet system af n frihedsgrader 
ved identifikationsmetoden givet ved (2-60), (2-61). Kun nar dekoblingsbetingelsen (3-
164) er opfyldt, er (Jd) = (j og w]d) = Wj, hvor (j er drempningsforholdet defineret ved 
( 3-162), og w i er den j. udrem pede cy kliske egenfrekvens. N ar konstruktionen er svagt 
drempet, og egenfrekvenserne er vel adskilte, er forskellen pa (Jd) og (j og pa w]d) og Wj 
helt uvresentlig. 
Eksempel 3-10: D~mpede egensvingninger af 2 frihedsgraders system 
For systemet i eksempel 3-4 vrelges k1 = k2 = k3 = 100 Nfm, m1 = 1 kg, m2 = 2 kg, c1 = 0.1 
kg/s, c2 = 0.2 kg/s, c3 = 0.3 kg/s. Herved er, jf. (3-40) 
M= [~ ~]kg, C = [ ~0~2 ~~~2 ] kg/s, K = [ ~~~O -;~~0 ] N/m (3- 230) 
Drempede egensvingninger 0nskes bestemt fra begyndelsesbetingelserne z1(0) = 0.1 m, z2(0) 
= 0, z1 (0) = 0, z2 (0) = 0. Bevregelsen bestemmes dels ved udvikling i drempede egensving-
ningsformer, dels ved udvikling i udrempede egensvingningsformer, idet eventuelle modalkoblinger 
1gnoreres. 
De udrempede cykliske egenfrekvenser bliver ved (3-61) 
w1 = 7.96225 s-1 } 
w2 = 15.38189 s-1 
(3- 231) 
De udrempede egensvingningsformer er givet ved (3-62). Drempningsforholdene ( 1, ( 2 og den modale 
koblingskoefficient (12 udregnes herefter ved indsretning af (3-230) i (3-162), (3-163) 
(1 = 0.00911151, (2 = 0.01316171 } 
(12 = 0.0027667 
Af (3-231) og (3-232) f0lger ved (3-167) 
(1w1 = 0.0725481 s-1, wa,1 = 7.961920 s-1 } 
(2W2 = 0.2024520 s-1, wd,2 = 15.38056 s-1 
Af (3-155) f0lger 
91 (0) = 0.0288675 m , ~1 (0) = 0 } 
92(0) = -0.0288675 m , 92(0) = 0 
(3- 232) 
(3- 233) 
(3 - 234) 
Nar modalkoblingen ignoreres, er udrempede modalkoordinater givet ved (3-166). Heri indsrettes 
F; ( r) := 0 og ( 3-234). L0sningen givet ved ( 3-150) bli ver herved 
(u)() -(1 w 1 t [0.0211325] -(1 w 1 t • [0.000192557] 
x t = e cos wd,1 t 0.0288675 + e sm wd,1 t 0.000263037 
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-(2 w 2 t [ 0.0788675 ] -(2w 2 t . [ 0.001038112 ] 
+e COSWd, 2 t -0.0288675 + e SlnWd,2 t -0.000379978 (3- 235) 
Enheden af alle led i (3-235) er m. Da koblingskoefficienten (12 i= 0, vil (3-235) kun vcere en 
tilncennet l~sning til (3-39). 
De dcempede egensvingningsformer bestemmes ved indscetning af (3-230) i (3-210). Herved frem-
kommer egenvcerdipro blemet 
[
A
2 + 0.3A + 200 -0.2A -100 ] [!12] = [Oo] -0.2A- 100 2A2 + 0.5A + 200 ~ 
Den karakteristiske ligning (3-211) bliver 
2A4 + 0.11A3 + 400.11A2 + 120>. + 30000 = 0 
L~sningen til (3-237) bliver 
IJ1 = 0.0725486 s-1 , v1 = 7.962008 s-1 } 




(3 - 239) 
>. = At indscettes i (3-236). 11>~1 ) vcelges pa vanlig vis til 1, hvorefter ~~>P), bestemmes af en 
af ligningeme. Samme fremgangsma.de benyttes for A = A2. Herved opnas f~lgende dcempede 
egensvingningsformer 
..-.;.(1) = [0 .732058] . [0 .00504816] } 
...... 1.000000 + ' 0.00000000 
..-.;.(2) = [-2.731308] . [0.0363826] 
...... 1.000000 +' 0.0000000 
De dcempede modalmasser bliver ved (3-212) 
ffi1 = -0.117704 + 40.3806i } 
ffi2 = 6.113805 + 290.9639i 
(3- 240) 
(3- 241) 
Ved indscetning af (3-230), (3-238), (3-240), (3-241) i (3-223) findes begyndelsesbetingelserne 
ql (0) = 0.0144375 + 0.000140395i } 
q2 (0) = -0.0144375 + 0.000049261 i (3- 242) 
De dcempede modalkoordinater bestemmes af (3-221) . Heri indscettes (3- 242) og F(t) := 0. L~snin­
gen givet ved (3-220) bliver herved 
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(d)()- -l'lt t [0.0211368] lilt . [0.000351321] 
x t - e cos Vt 0.0288751 - e sm Vt t 0.000280791 
-J.L2t [ 0.0788632 ] -1'2t • [ -0.001319643] 
+e cos v 2t -0.0288751 - e sm v2 t 0.000098521 (3- 243) 
Enheden af alle led i (3-243) er m. 
Save! x(d)(t) som lS:Ssningen x(u)(t) ved udvikling i udrempede egensvingningsformer tilfredsstil-
ler begyndelsesbetingelseme. x(d) (t) tilfredsstiller tillige bevregelsesligningen eksakt. Indsrettes 
derimod xCu)(t) i {3-39) med f(t):: 0, kan resultatet skrives 
M:X(u) + c,c(u) + Kx(u) = e(t) (3- 244) 
hvor 
( ) 
-(1 w 1 t [ 3.83 · 10-
6 
] + -(1 w 1 t . t [ 1.9906 · 10-2 ] et = e coswd,l t _ 8_29 . 10_ 7 e smwd,l -1.4572 . 10_2 
(3- 245) 
Enheden af alle led i (3-245) er N. Residualbelastningen e(t) pa hS:Sjresiden af (3-244) angiver 
ubalancen mellem interti-, drempnings- og elastiske krrefter. e(t) er den direkte fS:Slge af at ignorere 
modalkoblingen mellem de udrempede modalkoordinater. Komponenterne pa hS:Sjresiden af (3-
245) skal sammenlignes med komponenter af inertikrrefteme og de elastiske krrefter, der alle er af 
stS:Srrelsesorden 10 N. 
Den numerisk stS:Srste forskel mellem den tilnrermede lS:Ssning (3-235) og den eksakte l~sning (3-243) 
optrreder til tiden t = 0.54 si komposanten x1(t) og bliver I xiu)(0.54)- xid)(0.54) I= 0.00071 m. 
Dette skal sammenlignes med, at x1 (t) er af st~rrelsen 0.07 m. LS:Ssningen er vist nedenfor pa figur 
3-8. 
Konklusionen pa unders~gelsen er, at forskellen mellem den tilnrermede lS:Ssning med udvikling 
i udrempede modalkoordinater, hvor der ses bort fra modalkoblinger, og den eksakte IS:Ssning er 
ignorabel. Dette skyldes, at de cykliske egenfrekvenser er veladskilte, og at systemet er letdrempet 
((i ~ 1), jf. bemrerkninger i forbindelse med (3-191). 
Ved indsretning af (3-239) i (3-228), (3-229) findes 
(~e) = 0.00911147 , w~e) = 
(~e) = 0.01316182 , w~e) = 
7.96234 s-1 } 
15.38172 s-1 
(3- 246) 
Ved sammenligning (3-231), (3-232) og (3-246) ses, at der er en helt ignorabel forskel pa henholdsvis 
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Figur 3-8: Drempede egensvingninger af 2 frihedsgraders system. 
3.8 Systemreduktion 
I de foregaende afsnit 3.6 og 3.7 blev angivet analytiske metoder til bestemmelser af 
gensvaret for et system af n frihedsgrader, der i princippet er baseret pa en omformu-
lering af det oprindelige problem i et nyt sret frihedsgrader. Ved metoden i afsnit 3.6 
diagonaliseres masse- og stivhedsmatrix, hvorimod drempningsmatricen i almindelighed 
ikke diagonaliseres. Ved metoden i afsnit 3.7 diagonaliseres alle 3 systemmatricer, nar 
blot drempningsmatricen er symmetrisk, hvorved en total dekobling af de omformule-
rede frihedsgrader opnas. Metoderne krrever kendskab til alle n egensvingningsformer, 
hvilket kan vrere vanskeligt at opna, hvis n er me get stor. Der er derfor god grund 
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til at unders0ge muligheden for at reducere antallet af dynamiske frihedsgrader fra n 
til n1 ~ n, idet der tilsvarende kun krreves kendskab til n 1 egensvingningsformer og 
tilh0rende egenfrekvenser. 
En fremgangsmade, hvor antallet af frihedsgrader indskrrenkes, betegnes en systemre-
duktion. Systemreduktion er altid forbundet med tab af n0jagtighed. Minimeringen af 
un0jagtigheden kan kun foretages, nar valget af dynamiske frihedsgrader sker ud fra en 
fysisk indsigt i problemet. 
Systemet (3-161) er baseret pa en udvikling i udrempede egensvingningsformer. Baseret 
pa en indledende frekvensanalyse antages, at den ydre dynamiske belastningsvektor f( t) 
indeholder harmoniske komponenter beliggende i et passende interval. Antag, at n1 af 
modalkoordinaterne har cykliske egenfrekvenser i det omtalte frekvensinterval, mens de 
resterende n - n 1 modalkoordinater har cykliske egenfrekvenser uden for intervallet. 
Dynamisk forstrerkning som f0lge af resonanspavirkning vil herved hovedsageligt g0re 
sig greldende for de f0rstnrevnte n 1 modalkoordinater. For disse indf0res betegnelsen 
dynamisk pavirkede modalkoordinater. For de 0vrige er dynamiske virkninger som f0lge 
af inerti- og drempningskrrefter ignorable. Modalbelastningen F;(t) i (3-161) afbalance-
res i dette tilfrelde primrert af den modale elastiske tilbagef0ringskraft wf M;q;(t). For 
disse frihedsgrader indf0res betegnelsen kvasistatisk pavirkede modalkoordinater. Egen-
svingningerne nummereres, sa de dynamisk forstrerkede frihedsgrader svarer til de n 1 
f0rste frihedsgrader. (3-161) kan herved skrives 
i = 1, ... , n 1 (3- 247a) 
(3- 247b) 
Ved indsretning ai (3-247b) i (3-150) og ved anvendelse af (3-175) haves 
n1 n 
x(t) =I: qi(t)~(i) + z:::: q;(t)~(i) 
i=l 
n1 ( n n1 ) ="" qi(t)~(i) + "" _1_~(i)~(i)T _ ""_l_~(i)~(i)T f(t) 
~ ~ w~M· ~w~M· 
i=l i=l ' ' i=l ' ' 
(3 - 248) 
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Transformationen (3-248) krrever kendskab til 9(i), w;, i = 1, ... , n 1 , tillige med fleksi-
bilitetsmatricen K-1 • De dynamiske modalkoordinater q;(t), i = 1, ... , n 1 , bestemmes 
ved l!Zisning af det koblede, reducerede differentialligningssystem (3-247a). 
Sidsteleddet pa h!Zijresiden af (3-248) reprresenterer den kvasi-statiske del af gensvaret. 
Undertiden ignoreres dette bidrag, hvorved 
n1 
x(t) ~ L q;(t)9(i) (3- 249) 
i=l 
Det er klart, at (3-249) bliver en stadig bedre approksimation til (3-248), jo trettere n 1 
er pan. Man tester i praksis gyldigheden af (3-249) ved at unders!Zige f!Zilsomheden pa 
l!Zisningen x(t), nar nl !Ziges med 1. 
Modalkoordinaterne ved udvikling i drempede egensvingningsformer kan ligeledes deles i 
n 1 dynamisk pavirkede modalkoordinater, og n- n 1 kvasi-statisk pavirkede modalkoor-
dinater. De kvasi-statisk pavirkede modalkoordinater er givet ved (3-226). For (3-220) 
foretages en omskrivning analog til (3-248). Ved (3-226) og (3-227) findes 
De dynamisk pavirkede modalkoordinater er fortsat givet ved (3-221 ). 
De anf!Zirte reduktionsmetoder er baseret pa en opdeling i henholdsvis dynamisk pavirke-
de modalkoordinater og modalkoordinater, for hvilke inerti- og drempningsbelastninger 
er ignorable. Guyan 1 har angivet en alternativ reduktionsmetode, der er baseret pa en 
analog opdeling af de oprindelige frihedsgrader x( t) i en undervektor x 1 ( t) af frihedsgra-
der, der er pavirkede af inerti- og drempningskrrefter, mens disse pavirkninger antages 
ignorable for de resterende frihedsgrader samlet i undervektoren x2 (t). Dimensionen af 
x 1 (t) er n 1 , og dimensionen af x 2(t) er n 2 = n- n1 • For frihedsgraderne i x 2 (t) afba-
lanceres de ydre belastninger herved udelukkende af de elastiske tilbagef!Ziringskrrefter. 
Under denne forudsretning kan (3-36) skrives pa formen 
-M11x1 og -C11x1 angiver inerti- og drempningsbelastningen af frihedsgraderne i x 1 . 
f 1(t) og f2(t) er undervektorer af f(t) , der henholdsvis angiver de ydre belastninger 
af frihedsgraderne i XI og X2. Ku, Ku og K22 angiver undermatricer i den opdelte 
stivhedsmatrix K. 
Af de sidste n 2 ligninger i (3-251) f!Zilger 
Kf2x1 + K22X2 = f2(t) => 
1 R. Guyan: Reduction of Stiffness and Mass Matrices, AIAA Journal, Vol. 3, pp. 380 (1965). 
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(3- 252) 
(3-252) indsrettes i de f~rste n 1 ligninger af (3-251 ). 
(3- 253) 
(3-253) er herved bragt pa standardformen (3-36), men af reduceret dimension n 1 < 
n . Den reducerede stivhedsmatrix er givet ved K~~) = Kn - K 12K2l K'[2 , og den 
reducerede belastningsvektor er givet ved rir)(t) = f1(t)- K12K2:/f2 (t). 
x1 (t) bestemmes f~rst ved l~sning af (3-253), hvorefter de resterende kvasi-statiske fri-
hedsgrader x2 (t) bestemmes af den line<ere transformation (3-252). 
Guyanreduktion betegnes alternativt 3tatiJk kondensation. x1 og x 2 betegnes i denne 
forbindelse henholdsvis mester- og slavefrihedsgrader. 
3.9 Drempningsmodeller 
I dette afsnit skal specificeres, hvorledes en klasse af drempningsmatricer C kan opstilles, 
som samtidig opfylder dekoblingsbetingelsen (3-164). 
Udgangspunktet er, at en mrengde af modale drempningsforhold ( 1 , ( 2 , •• . , (k, k =::; n 
er kendt. Dette kan f.eks. ske ved ma.Iing af halvbandsbredden ved resonansfors~g som 
beskrevet i forbindelse med figur 2-16. 
Betragt drempningsantagelsen 
(3- 254) 




F~lgelig er modellen (3-254) en tilstrrekkelig betingelse for dekobling. Ved sammenlig-
ning med (3-164) f~lger, at modaldrempningsforholdene bliver 
(3- 256) 
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De modale drempningsforhold (I og (2 antages fastlagt ved malinger. Paramet rene a0 
og a 1 kan herved kalibreres ud fra (3-256) for i = 1, 2 
(3- 257) 
Med parametrene a 0 og a 1 bestemt ved (3-257), giver (3-254) korrekte vrerdier for de 2 
f~rste modaldrempningsforhold. De ~vrige modaldrempningsforhold i modellen er der-
nrest bestemt af (3-256) og vil i almindelighed vrere forskellig fra eventuelle tilsvarende 
malte drempningsforhold. 
Drempningsmodellen (3-254) betegnes Rayleighdtempning eller proportional dtempning. 




Indexmrengden I={·· · , -2, -1, 0, 1, 2, · · · } i summationen i (3-258) omfatter i princip-
pet en vilkarlig delmrengde af positive eller negative hele tal. Matrixpotensprodukterne 
i ( 3-258) fortolkes pa f~lgende vis 
(KM-1) m= (KM-1 ) (KM-1) · · · (KM-1) , m> 0 
( KM-1) m = E , m = 0 
(KM-1) m= (KM-1 ) - 1 (KM-1) - 1 ... (KM-1) - 1 
= (MK-1) (MK-1) · · · (MK-1), m< 0 
(3- 259) 
(3 - 260) 
(3- 261) 
Matrixprodukterne pa h~jresiderne af (3-259) og (3-261) bestar af m faktorer. Det 
sidste udsagn af (3-261) f~lger af identiteten 
(KM-1) (MK-1) = E => 
(KM-1) - 1 = (MK-1) (3- 262) 
(3-258) betegnes Caugheys dtempningsmodel. 1 Denne er abenbart en generalisering 
af Rayleighs drempningsmodel, der opnas for I = { 0, 1}. Det vises i det f~lgende , 
1 T. K. Caughey: Classical Normal Modes in Damped Linear Systems, J. Appl. Mech., Vol. 27, pp. 
269-271 (1960). 
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at Caugheys drempningsmodel opfylder dekoblingsbetingelsen (3-164) og sarntidig er i 
stand til at reproducere lige sa mange malte drempningsforhold, som der medtages i 
rrekken (3-258). Der grelder saledes ortogonalitetsegenskaben 




Gyldigheden af (3-263) er abenbart vist, hvis det for alle m E I kan vises, at f~lgende 
ortogonalitetsegenskab er greldende 
i=fj 
z = J 
(3- 264) 
For m = 0 og m = 1 f~lger (3-264) af (3-137) og (3-138). For m > 1 vises gyldigheden 
af (3-264) ved induktion. Herved antages, at (3-264) grelder for m = p, p = 1, 2, ... , 
hvorefter gyldigheden af udsagnet eftervises for m= p+ 1. Ved (3-143) og (3-264) haves 
umiddelbart 
cp(i)T(KM-l)p+1McpU) = cp(i)T(KM-1)PKM-1McpU) 




wi , , 
i=fj 
Z=J 
For m= -1 haves ved (3-137), (3-143), (3-262) 
cp(i)T(KM-1) -1M«P(j) = cp(i)TMK-lM«P(j) 







(3-266) viser gyldigheden af (3-264) for m= -1. Dernrest antages (3-264) at grelde for 
m= -p, p = 1, 2, .... For m= - p- 1 f~lger heraf ved (3-143), (3-262) og (3-264) 
cp(i)T KM- 1 Mcp(i) = cp(i)T KM-1 KM-1 McpU) ( ) 
-p-1 ( ) -p ( ) -1 
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Ved induktionsbeviserne i forbindelse med (3-265) og (3-267) er gyldigheden af (3-264) 
herved eftervist . 
Ved sammenligning med (3-164) findes modaldrempningsforholdet til 
r 1 ~ 2m 1 ~ 2m-1 · 1 
-, i = 2w· ~ amwi = 2 ~ amwi , t = , ... , n 
1 mE! mE/ 
(3- 268) 
Teoretisk kan medtages sa mange led i rrekken, der ~nskes. I praksis bliver antallet af 
led begrrenset af, at de modale drempningsforhold (i kun kendes for de lavere egensving-
ningsformer. 
Kendes eksempelvis (1, (2 , (3 svarende til de 3 laveste egensvingningsformer, kan man 
tage 3 led med i rrekken. V relges disse svarende til m = 0, m = 1 og m = 2, fremkommer 
drempningsantagelsen 
(3- 269) 
a0 , a1 , a2 bestemmes da af ligningssystemet 
(3 - 270) 
Den korrekte modaldrempning opnas i lige sa mange egensvingningsformer, som medta-
ges i rrekken. For de ~vrige egensvingningsformer er drempningsforholdet bestemt ved 
(3-268). 
3 .10 Rayleighs br~k 
Lad x vrere flytningen, der fremkaldes af den statiske belastning f, dvs. 
Kx=f (3- 271) 




Man kan nu danne br!Ziken 
2 
_ xTf xTKx 
wR- xTMx- xTMx (3- 273) 
Indsrettes (3-272) i (3-273) findes ved (3-137), (3-138) 
(3- 274) 
lf!Zilge den tidligere omtalte ordning af de cykliske egenfrekvenser er 0 < w1 :=:; w2 < 





(3-277) betegnes Rayleighs princip. w~ betegnes Rayleighbr;1ken. Trelleren i denne 
er lig den maksimale potentielle energi, og nrevneren gange w~ er lig den maksimale 
kinetiske energi, nar systemet bevreges harmonisk med amplitudevektoren X og den 
cykliske frekvens WR · 
(3-56) ganges foran med M, hvilket f!Zirer til egenvrerdiproblemet 
Nu dannes br!Ziken 
xTMK-1 Mx 
AR = xTMx 
(3-272) indsrettes i (3-279). Ved (3-137) og (3-266) findes 
~~ ~'_1 qoq o~(i)TMK-1 M~(j) 
.L.,1=l .L.,J=l 1 J 
AR = En z:n ( o)T ( 0 ) 
0 ° qoq o~~ MC)J 





(3-280) angiver en alternativ formulering af Rayleighs princip, udtrykt ved deformati-
onsmatricen D. 
Rayleighs br!1}k benyttes til at beregne en tilnrermet vrerdi for den 1. cykliske egenfre-
kvens. Man starter med at sk!1}nne en passende belastningsvektor f, hvorefter x beregnes 
af (3-271). w~ beregnes dernrest af (3-273) eller (3-280). 
Eksempel 3-11: Bestemmelse af laveste egenfrekvens af 2 frihedsgraders 
system ved Rayleighs br~k 
Systemet er defineret i figur 3-5, og stivheds- og massematrix er givet ved (3-40). 
For belastningsvektoren skS?Snnes f = [ ~ ] , hvorved 
= [ 2k -k] - 1 [ 1] = ~ [ 1] 
X -k 2k 1 k 1 
Af (3-273) findes 
W2-R-
[ ~] T [ :~ ;: ] [ ~] 
[ ~ ] T [; 2~ ] [ ~ ] 
2k 
3m 
Ved sammenligning med (3-61) haves 
k k k w? = 0.634- < wh = 0.667- < w~ = 2.366-
m m m 
(3 - 281) 
(3- 282) 
(3 - 283) 
[2k -k]-





12 (7 -13.;3)] -- [0 902] · 
1 
. Alligevel er den shnnede cykliske egenfrekvens (3-282) tilstrrekkelig 
nS?Sjagtig. 
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3.11 Svingninger fremkaldt af bevregelser af underst~tningerne 
Bygningssvingninger fremkaldt ved bevregelser af underst0tningerne har stor praktisk 
betydning. Ved jordskrelv er der saledes risiko for, at konstruktionen herved bringes i 
en brudgrrensetilstand. 
Deformationskomponenterne for alle konstruktioners underst0tningspunkter samles i 
vektoren y(t). I det mest generelle tilfrelde har hvert underst0tningspunkt 3 translati-
onskomponenter og 3 rotationskomponenter. Deformationshistorien y(t) antages givet. 
F0rst bestemmes de kvasistatiske deformationer x<0)(t) af massepunkterne fra deforma-
tionen y(t) af underst0tningerne, dvs. deformationeme svarende til at inertikrrefterne 
ignoreres. Pa grund af lineariteten grelder 
x<0)( t) = Uy(t) (3- 284) 
Influensmatricen U kan bestemmes ved sredvanlige fleksibilitetsmetoder. U er geome-
trisk bestemt, nar konstruktionen er statisk bestemt. 
Lad x(t) betegne de totale flytninger af massepunkterne. x(t) udg0res af x<0)(t) plus 
fiytningen fremkaldt af inertikrrefterne, dvs. 
n 
xi(t) = x~0)(t) + L Dij(-m/ii) (3- 285) 
j=l 
Eller pa matrixform 
x(t) = x(o)(t)- DMx => 
Mx + Kx = Kx(o)( t) = KUy( t) (3- 286) 
De relative fiytninger af massepunkterne i forhold til de kvasistatiske deformationer 
x<0)(t) defineres ved 
z(t) = x(t)- x<0 )(t) 
Ved (3-284), (3-287) kan (3-286) skrives 
Mz + Kz = -Mx<0)(t) = -MUy(t) 
(3- 287) 
(3- 288) 
Ligningssystemerne (3-286) og (3-288) for de lokale og de relative flytninger er herved 
bragt pa standardformen (3-36) med henholdsvis f(t) = KUy(t) og f(t) = -MUy(t), 
og kan l0ses ved dei denne forbindelse indf121rte metoder. 
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Eksempel 3-12: 






1---->i y=1 1---->i y=l Yz=O yl=l 
U=m U= p;] U= [t il l 2 
Figur 3-9: Bevregelser af underst111tninger af 3 etagers ramme. 
Den i eksempel 3-1 beskrevne 3-etagers ramme pavirkes af forskellige deformationer af underst!Zit-
ningspunkterne. I eksempel a) far begge underst111tningspunkter samme vandrette flytning y i 
rammens symmetriplan. I eksempel b) undergar hele fundamentet en rotation som et stift legeme. 
I eksempel c) far underst!Zitningspunkterne forskellige vandrette flytninger Yl og y 2 i rammens sym-
metriplan. 
De greldende influensmatricer for de 3 tilfrelde er anf111rt under figureme. 
Antag bevregelsen af underst!1Stningen er harmonisk 
y(t) = Re(Y eiwt) (3- 289) 
Den stationrere to tale fiytning x( t) og den stationrere relative bevregelse z( t) bliver da 
ogsa harmoniske. Disse s!1Sges pa formen 
x(t) = Re(X eiwt) (3- 290) 
z(t) = Re(Z eiwt) (3- 291) 
Ved indsretning af (3-290) i (3-286) findes ved den sredvanlige argumentation 
X= H(w)KUY (3- 292) 
Tilsvarende findes ved indsretning af (3-291) i (3-288) 
Re([( -w2 M + K)Z- w2 MUY] eiwt) = 0 => 




Frekvensresponsmatricen (3-293) er i dette tilfrelde reel, da systemet er udrempet. H(w) 
kan enten udregnes direkte af (3-293) eller modaludviklingen (3-173), (3-174) kan be-
nyttes. X og Z bliver reel, hvis Y er reel, dvs. hvis pavirkningens komposanter er i 
fase. 
3.12 Indirekte pavirkning 
,.t;::======mFl ============m=F=2 =========;:;:::=:::===:::ft f ( t) 
A t, t. A x0 
Figur 3-10: Indirekte .pavirkning af multifrihedsgraders system. 
Hidtil er antaget, at de ydre belastninger angriber ved konstruktionens masser. I dette 
afsnit unders0ges tilfreldet, hvor en enkelt ydre kraft f(t) pavirker massesystemet in-
direkte, se figur 3-10, med henblik pa at bestemme fiytningerne x 1 , • • • , x n af masserne 
m 1 , . .. , mn, og fiytningen x0 af kraftens angrebspunkt. 
Flytningen Xi, i = 0, 1, ... , n frembringes som en sum af fiytningsbidrag fra den ydre 
kraft f(t) og fra inertikrrefterne -m;x; virkende ved masserne 
xo(t) = hoof(t) + 6o1 ( -m1x1) + · · · + hon ( -mnxn) 
x1 (t) = 6Iof(t) + hu ( -m1x1) + · · · + 61n ( -mnxn) 
Pa matrixform kan (3-295), (3-296) skrives 
xo(t) = hoof(t)- dfMx 









x(t) = : 
Xn(t) 
Ved multiplikation foran med K = n-1 kan (3-298) skrives 




(3-301) er herved bragt pa standardformen (3-36) med f(t) = Kd0 f(t). Man starter 
med at l{llse (3-301), hvorefter x 0 (t) bestemmes af (3-298). 
Antag f(t) er harmonisk varierende pa formen 
f(t) = Fcoswt (3- 302) 
Systemet er udrempet. Frekvensresponsmatricen bliver da, jf. (3-173), (3-174) 
_ ~ cpU) cpU)T 
H(w)- LJ M·( 2 _ 2 ) (3- 303) 
j=l 1 wj w 
Den stationrere harmoniske bevregelse bestemmes af (3-91), (3-92) med F = Kd0 F. 
Ved (3-303) findes 
x(t) = Re(X ei""'t) (3- 304) 
n cpU)TKd 
X = H(w) Kd0 F = F "\:""' 0 cpU) LJ M·(w~- w2 ) 
j=l ) ) 
(3- 305) 
Den stationrere harmoniske bevregelse af kraftens angrebspunkt bliver ved indsretning 
ai (3-302), (3-304), (3-305) i (3-297) 
xo(t) = Xo coswt (3- 306) 
(3- 307) 
Ved benyttelse af frekvensbetingelsen cpU)TK = w; cpU)TM kan (3-307) skrives 
( 
n ( dTMcp(j))2) 
Xo(w) = F .loo+ w
2 ~M; (l- ~n (3- 308) 
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4. SVINGNINGER AF BJ.JELKEKONSTRUKTIONER 
Bjrelkekonstruktioner er kontinuerte systemer. Disse behandles separat som f0lge af deres 
vigtighed, og fordi det er muligt pa relativt simpel vis at illustrere karakteristiske egenska-
ber for kontinuerte systemer. 
I det f0lgende betragtes alene plane Bernoulli-Eulerbjrelker med retliniet akse. Endvidere 
antages samtlige bjrelkeelementer uendeligt stive over for aksialdeformationer. 
4.1 Bevregelsesligninger for bjrelkeelement 
z N(O) 
y ., dx., " , 
ux(x,t) 
N(O) / statisk ligev;gtstilstand 
Q 
--N+aNd ""'- -, lJ .r X 
~ lJM 
q_g_ M+ lJ.r dx 
Q+ lJ.r dx 
Figur 4-1: Tvungne, drempede svingninger af bjrelkeelement. 
Der indlregges et lokalt (x, y, z)-koordinatsystem i bjrelkeelementet. Origo 0 placeres ved 
bjrelkens ene endetvrersnit, x-aksen er sammenfaldende med linien gennem h0jningscen-
trene i den statiske ligevregtstilstand, og (x, y)-planen er sammenfaldende med konstrukti-
onsplanen. Idet bjrelkeelementets lrengde er 1, far det andet endetvrersnits h0jningscenter 
herved koordinaten ( x, y, z) = ( 1, 0, 0). 
I figur 4-1 er vist et differentielt bjrelkeelement af lrengden dx i savel den statiske ligevregt-
stilstand som den deformerede tilstand. Elementet er skaret fri , idet de indre snitkrrefter er 
paf0rt elementet i de 2 tilstande. Forkortet refereres i det f0lgende til elementets snitflader 
ved abscisseme x og x + dx som henholdsvis venstre og h0jre snitflade. 
Flytningen af b~jningscentret fra den statiske ligevregtstilstand ved venstre endepunkt er 
( ux( x, t), uy( x, t)) i henholdsvis x- og y-aksens retning. De tilsvarende flytninger ved h0jre 
endepunkt er (u + ouz dx u + ou, dx) . 
X OX l Y OX 
I den statiske ligevregtstilstand virker en normalkraft N(o), regnet positiv som trrek. N(0 ) 
antages uafbrengig af tiden og konstant i st0rrelse langs bjrelken. 
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I den deformerede tilstand virker belastningerne pr. lrengdeenhed fx(x, t) og /y (x, t) i 
henholdsvis x- og y-aksens retning. Inertibelastningerne pr. lrengdeenhed - J.l.( x) %t22 ux( x , t) 
og -J.l.(x)%t
2
2 uy(x,t) indregnes i disse i henhold til d'Alemberts princip. Egentlige ydre 




f~d)(x, t) er den ydre dynamiske belastning pr. lrengdeenhed i y-aksens retning, og fx,d, /y,d 
er drempningsbelastningen pr. lrengdeenhed i x- og y-retningen, regnet positiv i x- og y-
aksens negative retninger, se figur 4-1. J.l.(x) er rnassen pr. lrengdeenhed af bjrelken. 
I den deformerede tilstand virker pa venstre snitflade snitkraftkomposanterne N og Q, 
regnet positive i henholdsvis x- og y-aksens negative retninger, se figur 4-1. Desuden er 
snitfladen pavirket af et b~jningsmoment M, regnet positivi z-aksens positive retning. Pa 
h~jre snitflade er disse st~rrelser rendret differentielt til N + ~~ dx, Q + £J:dx, M+ 
88~ dx, alle regnet positive i modsat retning af de tilsvarende st~rrelser pa venstre snitflade. 
Dynamiske bevregelsesligninger opstilles herefter ved at udtrykke kraftligevregt i x- og 
y-aksens retninger og momentligevregt om z-aksen for det fritskarne differentielle bjaelke-
element, pa samme made som i det statiske tilfrelde. 
Som geometrisk betingelse benyttes, at plane tvrersnit forbliver plane, svarende til Bernoul-
li-Eulerteorien. Elasticitetsmodulet er E, og b~jningsinertimornentet om z-aksen er I. 
Herved haves f~lgende feltligninger1 
Statiske betingelser: 
aN 
ax + f x (X, t) = 0 
8Q 
ax + /y(x, t) = 0 
Geometriske og fysiske betingelser: 




(4 - 5) 
(4- 6) 
1 M. P. Nielsen og L. Pilegaard Hansen: Mekanik 3.3, Del 1. Sprendinger og deformationer i rumbjrelker, 





( 4-6) udtrykker, at bjrelken er usammentrykkelig i x-retningen, og indebrerer ux(x, t) = 
ux(t). Ved (4-4), (4-5) haves ved elimination af Q 
8
2
M a ( 8uy) 
8x2 + ox N(x, t) ox + !y(x, t) = 0 (4- 8) 
N(x,t) i (4-8) er givet ved (4-3). Da fx(x,t) i henhold til (4-1) er bestemt af ux(x,t), og 
derfor er ignorabel ved sma fiytninger ud fra den statiske ligevregtstilstand, kan N(x, t) i 
( 4-8) erstattes med den statiske referencevrerdi N(o) . Ved ( 4-2), ( 4-7), ( 4-8) findes f~lgende 
partielle differentialligning for bevregelsen i y-retningen 
(4- 9) 
( 4-9) skall0ses mht. givne rand- og begyndelsesbetingelser, der formuleres i det f~lgende. 
Begyndelsesbetingelserne fastlregges ved en given fiytning uy,o(x) og hastighed it.y,o(x) af 
alle massepartikler til tiden t = 0 
uy(x , O) = Uy,o(x)' uy(x,O) = Uy,o(x)' X E)O,l[ ( 4- 10) 
Randbetingelserne er dels geometriske, dels mekaniske. 
t 
/sta tisk ligeva:gtst~stand 
y0(t) y 1(t) 
xo<t) 
y 
Figur 4-2: Geometriske randbetingelser. 
Geometriske randbetingelser indebrerer, at der ved bjrelkens endetvrersnit er foreskrevet 
givne fiytninger xo(t), XI (t) i x-retningen, fiytninger Yo(t), YI ( t) i y-retningen og rotationer 
00(t), 01(t) i z-retningen. Da bjrelken er usammentrykkelig i x-aksens retning, ma grelde 
Xo(t) =XI (t) = Ux( X, t) (4-11) 
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Ved bevregelser i y-aksens retning haves randbetingelserne 
u
8
y(0, t) = Yo(t) , u
8
y(l, t) = Yl (t) } 
,t>O 
Bx uy(O, t ) = Oo(t) , Bx uy(l, t) = 01(t) 
t 





Figur 4-3: Mekaniske randbetingelser. 
(4- 12) 
Mekaniske randbetingelser svarer til, at der ved bjrelkens endetvrersnit x = 0 og x = l virker 
givne ydre krrefter Q0 (t), Q1 (t) i y-aksens positive retning og momenter M 0(t), M 1 (t) langs 
z-retningen. Fortegnet for de anf0rte randbelastninger er defineret i figur 4-3. Specielt er 
M0 = M1 = 0 ved faste simple underst0tninger, og Qo = Mo = 0 og Q1 = M1 = 0 
ved frie ubelastede rande. Snitkrrefterne for X = o+ og X = z- skal vrere i ligevregt med 
randbelastningeme. Herved haves, se figur 4-3 
Q(o+,t)=-Qo(t) , Q(l-,t)=Q1(t) } 
M(o+, t) = M0 (t) , M(l-, t) = -M1(t) 
' t > 0 (4- 13) 
For differentialligningen (4-9) skal opfyldes 2 af de 4 ved (4-12) og (4-13) specificerede 
geometriske eller mekaniske randbetingelser ved henholdsvis randtvrersnittene x = 0 og 
X=[. 
I ( 4-5) lineariseres leddet N 88u;, svarende til at N erstattes med N(o). Ved anvendelse 
heraf og anvendelse af ( 4-7) kan ( 4-13) udtrykkes i flytningen uy 
~ I - EI(0) 8 2 uy(O, t) = M0 (t) X t>O a 82 a ' 
- Bx ( EI(O) Bx2 uy(O, t)) + N(o) Bx uy(O, t) = -Q0 (t) 
( 4- 14) 
(4- 15) 
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De geometriske randbetingelser ( 4-12) kaldes homo gene, nar h0jresiderne er identisk lig 0. 
Tilsvarende betegnes de mekaniske randbetingelser (4-14), (4-15) homogene, nar h0jresi-
derne er lig 0. 
Eksempel 4-1: Fast indspamdt, bevregelig simpelt underst~ttet bjrelke 
N(O) 
~-..,..--~ ----,..~~-~-_____,_:X 
t u7 (x,t) 
y 
t 
Figur 4-4 : Fast indspamdt , bevregelig simpelt underst111ttet bjrelke. 
Flytningen uy(x, t) ud fra den statiske ligevregtstilstand af det i figur 4-4 viste bjrelkeelement skal 
tilfredsstille f~lgende randbetingelser: 
Geometriske randbetingelser: 
8 
uy(O, t) = 0 , -uy(O, t) = 0 , uy(l, t) = 0 ox 
Mekaniske randbetingelser: 
Samtlige geometriske og mekaniske randbetingelser er homogene. 
(4-16) 
( 4- 17) 
Drempningsbelastningerne pr. lrengdeenhed fx,d og /y ,d antages i det f0lgende udelukkende 
forarsaget af dissipation i materialet. Dette forudsretter t0jninger i strukturen. Som f0lge 
af ( 4-6) antages derfor om drempningsbelastningen i x-retningen 
fx ,d(x, t) = 0 ( 4- 18) 
Ved indsretning af (4-1), (4-18) i (4-3) og efterf(l.llgende integration findes 
N(x, t) = No(t) + iix(t) 1x p(u)du , t > 0 (4- 19) 
N 0(t), N1(t) angiver normalkraften ved henholdsvis venstre og h0jre rand i den deforme-
rede tilstand og kan foreskrives som statiske randbetingelser, se figur 4-3. I henhold til 
( 4-19) er flytningsfeltet u x ( x, t) = u x ( t) herved best em t af differentialligningen 
.. (t) _ N1(t)- No(t) 
Ux - I , t > 0 
fop(u)du 
( 4- 20) 
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J; f-l(u)du angiver den samlede masse af bjrelkeelementet. N 1 (t)- N0 (t) og iix(t) er hen-
holdsvis den samlede ydre pavirkning og accelerationen i x-aksens retning. ( 4-20) udtryk-




Figur 4-5: Stivlegemebevregelser fra geometriske randbetingelser. 
Drempningsbelastningen i y-retningen vil kun blive specificeret for statisk bestemte bjrel-
keelementer. S8.fremt geometriske randbetingelser ( 4-12) er foreskrevet, eksisterer i dette 
tilfrelde en b0jningsmomentfri stivlegemebevregelse u~0\x, t), der opfylder samtlige geome-
triske randbetingelser, se figur 4-5. At stivlegemebevregelsen er b0jningsmomentfri inde-
brerer, at denne er en linerer funktion af x 
u~0)(x, t) = a0 (t)+ a1(t)x , x E]O, Z[ ( 4- 21) 
T0jninger i bjrelkeelementet forarsages herved af differensflytningsfeltet ( uy( x, t )-u~o) ( x, t)). 
Som f0lge heraf antages /d,y(x, t) pa formen 
fd,y(x, t) = c(x )( Uy(x, t)- U~O)(x, t)) , c(x) > 0 ( 4- 22) 
Drempningsmodellen ( 4-22) betegnes linetert vi3ko3. Ved indsretning af ( 4-22) i ( 4-9) findes 
differentialligningen for linerert viskose b0jningssvingninger af en Bernoulli-Eulerbjrelke 
{)2 ( a
2
uy) a ( (O)auy) ( )auy ( )a
2
uy - El(x)-- -- N - +cx-+f-lx--
axz axz ax ax at &t2 
a (o) 
= c( X) ~ + ~~d) (X, t) 1 t > Q (4- 23) 
Ofte skyldes de koncentrerede krrefter Qo(t), Q1(t) og momenter M 0(t), M 1 (t) pa rand-
tvrersnittene inertibelastninger fra koncentrerede masser eller masseinertimomenter, eller 
skyldes indre dremper- og fjederkrrefter, der paf0res, idet bjrelken skreres fri fra dremper-
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og fjederelementerne. Eksempler pa forekomsten af sadanne koncentrerede pavirkningsele-
menter ved givne modelantagelser er givet i eksempel 4-2. 
Figur 4-6: Mekaniske randbetingelser ved bjrelkeranden x = 0 pga. koncentrerede masser, 
drempere og fjedre. 
Figur 4-6 viser et snit i bjrelken ved randen x = 0, hvor der er placeret en udbredt 
masse med massen m0 og masseinertimomentet Jo om z-aksen. I y-aksens retning virker 
et linerer viskost drempningselement med drempningskonstanten c0 og en linerer elastisk 
translationsfjeder med fjederstivheden k0 • Endelig er placeret en rotationsfjeder med ro-
tationsfjederstivheden r0 • Ved d'Alemberts princip findes herved f!<)lgende udtryk for de 
koncentrerede belastninger Q0 (t), M 0 (t) pa h!<)jresiden af ( 4-14), ( 4-15) 
Qo(t) = -k0 uy(O, t)- couy(O, t)- m 0 iiy(O, t) } 
Mo(t) = -ro! uy(O, t)- Jo !22 (! uy(O, t)) (4- 24) 
Figur 4-7: Mekaniske randbetingelser ved bjrelkeranden x = l pga. koncentrerede masser, 
drempere og fjedre. 
Figur 4-7 viser det tilsvarende problem ved randen x = l. Med symboler defineret i figuren 
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findes randbetingelserne 
Q1 (t) = - k1uy(l, t)- c1uy(l, t)- m1iiy(l,t) } 
M1 (t) = -r1! uy(l, t)- J 1 !22 (! uy(l, t )) 










B EI,J.l C 
r0~ 4~ ~~.r--------------F--r . r, ~ 4~ 
b) 
t 
Figur 4-8: a) Plan 1-etages rammekonstruktion med massel~se s~jler . b) .tEkvivalent system. 
( 4- 25) 
Den plane ramme i figur 4-8a bestii.r af s~jlerne AB, CD og bjrelken BC. S~jlerne af lrengden a 
er fast indsprendt i punkterne A og D. Bevregelser af rammen i bjrelken BS's lrengderetning er 
forhindret ved en fast simpel underst~tning i punkt B . S~jlerne AB og CD antages homogene med 
~jningsstivhederne Elo og Eft. Hvis massen af s~jlerne kan forudsrettes ignorabel sammenlignet 
med massen af bjrelken BC, kan s~jlerne rekvivaleres ved linerere, drempningsfri rotationsfjedre med 
fjederkonstanterne ro = 4 E:o og r1 = 4~. Udrempede egensvingninger af rammekonstruktionen 
kan herved analyseres ved hjrelp af det i figur 4-8b viste rekvivalente system. 
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Figur 4-9: a) Plan simpelt underst111ttet bjrelke med uendeligt stive udkragninger. b) .tEkvivalent sy-
stem. 
Den plane bjrelkekonstruktion i figur 4-9a bestar af bjrelkerne AB, BC og CD. Bjrelkerne er h!Zijnings-
stift forbundet i punkterne B og C , hvor konstruktionen er simpelt underst111ttet. Bjrelkerne AB og 
CD af lrengderne ao og a1 er homogene med h!Zijningsstivhederne Elo og Eh og masserne pr. lreng-
deenhed J.lo og J.ll. Hvis h!Zijningsstivheden El af bjrelke BC kan forudsrettes ignorabel sammenlignet 
med h!Zijningsstivhederne Elo og Eh, kan de dynamiske virkninger af de udkragede bjrelker AB og 
CD rekvivaleres med udbredte masser i punkterne B og C med masseinertimomenterne Jo = ~J.loag 
og J1 = kJ.l1a~ om en linie vinkelret pa konstruktionsplanen gennem h111jningscentrene i B og C. 
Udrempede egensvingninger af konstruktionen kan herved analyseres ved hjrelp af det i figur 4-9b viste 
rekvivalente system. I figur 4-9a er den sammensatte bjrelke ABC D antaget retliniet. Det rekvivalente 
system 4-9b grelder imidlertid, uanset hvilken vinkel bjrelkerne AB og CD danner med bjrelke BC. 
4.2 Udrempede b~jningsegensvingninger af bjrelkeelementer 
Differentialligningen for udrempede b~~Sjningsegensvingninger af bjrelkeelementet f~~Slger af 
(4-23) for c(x) = O,f~d)(x,t) =0. 
I de geometriske randbetingelser (4-12) antages alle tvangsflytninger lig 0, dvs. y0 (t) = 
Yl(t) = Bo(t) = B1(t) = 0. 
I de mekaniske randbetingelser ( 4-14), ( 4-15) ma der i randbelastningerne ikke indga egent-
lige ydre belastninger eller koncentrerede drempningskrrefter. Heraf f0lger, at Q0 (t), Q1 (t), 
M 0 (t), M1 (t) er givet ved ( 4-24), ( 4-25) med c0 = c1 = 0. Udrempede egensvingninger 
fremkommer herved som l~~Ssningen til randvrerdiproblemet 
106 
{)2 (El( ) fPuy) _ ~ (N<o) 8uy) ( ) 82uy = O 
8x2 x 8x2 8x 8x + J-L x &t2 
Geometriske randbetingelser: 
uy(O, t) = 0 , uy(l, t) = 0 
' t > 0 
Mekaniske randbetingelser: 
- EI(O) ::2 uy(O, t) = -ro! uy(O, t)- Jo :x iiy(O, t ) 
- EI(l) ::2 Uy(/, t) = rl :X uy(l, t) + JI! uy(l, t) 
-! ( EI(O) ::2 uy(O, t)) + N(o)! uy(O, t) = kouy(O , t) + moiiy(O, t) 
-! ( EI(l) ::2 uy(l, t)) + N(o)! uy(l, t) = - kluy(l, t)- mtiiy(l, t) 
( 4- 26) 
L~sningen til ( 4-26) s~ges pa formen 
uy(x, t) = ~(x) coswt (4- 27) 
Ved indsretning ses, at (4-27) er en l~sning, hvis og kun hvis ~(x) er l~sning til f~lgende 
linerere egenvrerdiproblem, der er illustreret i figur 4-10 
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cP ( cflcp) d ( d<P) - EI(x)- -- N(o)_ -w2 ~-t(x)<P=0 
dx2 dx2 dx dx 
Geometriske randbetingelser : 
<P(O) = 0 ' <P(l) = 0 
d d 
dx <P(O) = 0 ' dx <P(l) = 0 
(4- 28) 
Mekaniske randbetingelser: 
X EI(x), ,u(x) 
~(x) 
t 
Figur 4-10: Definition af parametre i egenvrerdiproblem. 
De mekaniske randbetingelser for en fri rand f~lger af ( 4-28) ved at srette k0 = r0 = m 0 = 
J0 = 0 eller k1 = r1 = m1 = J1 = 0. 
Amplitudefunktionen <P(x) skal opfylde 2 af de 4 specificerede geometriske eller mekaniske 
randbetingelser ved henholdsvis randtvrersnittene x = 0 og x = l . 
( 4-28) er abenbart tilfredsstillet af den trivielle l~sning <P( X) = 0. L~sningsmrengden til 
egenvrerdiproblemet afhrenger af parameteren w . For diskrete vrerdier w = w1 , w2, . .. ek-
sisterer ikke-trivielle l~sninger cp(l)(x), cp(2)(x), . . . til (4-28). w1,w2, . . . angiver bjrelkens 
udt2mpede cykli3ke egenfrekven3er. De tilh~rende l0sninger cp(l)( x ), cp(2) ( x ), . . . betegnes 
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bjrelkens udcEmpede egensvingningsformer. De cykliske egenfrekvenser forudsrettes i det 
f0lgende ordnet sa.ledes, at WI :::; W2 :::; • · · • 
Der findes uendeligt mange udrempede cykliske egenfrekvenser. Denne egenskab karakte-
riserer bjrelken og andre kontinuerte systemer i forhold til diskrete systemer med n fri-
hedsgrader. Dette forhold vil blive nrermere omtalt i forbindelse med den generelle omtale 
af kontinuerte systemer i afsnit 5. 
Hvis ~(i)(x) er en ikke-triviell0sning til (4-28), er ogsa c~(i)(x) en l0sning. De udrempede 
egensvingningsformer er saledes bestemt pa nrer en vilkarlig faktor. 
( 4-28) l0ses i det f0lgende for specialtilfreldet, hvor El og tt er konstante. Herved kan 
differentialligningen i ( 4-28) skrives 
hvor 
d4~ N(0)12Jl~ J1-W214 




Den fuldstrendige l0sning til ( 4-29) kan skrives 
• X X • X X 
~( x) = A sm ,\ 1 + B cos ,\1 + C smh v 1 + D cosh v 1 , x E [ 0, 1] 
( 4- 29) 
( 4- 30) 
(4- 31) 
hvor A, B, C, D er integrationskonstanter, og V og v 2 er de positive r0dder i ligningerne 
Er specielt N(o) = 0, reduceres ( 4-31 ), ( 4-32) til 







( 4-31) eller ( 4-33) indsrettes i de 4 greldende randbetingelser i ( 4-28). Herved fremkommer 
4 homogene linerere ligninger til bestemmelse af A, B, C, D, der altid kan ordnes pa formen 
K(A, v) [~] = [~] (4- 35) 
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K( .A, v) bliver via parametrene .A, v en kendt funktion af den cykliske frekvens w, dvs. 
K = K(w) . . 
(4-35) har altid l~sningen [A, B, C, D] = [0, 0, 0, 0], der ved indsretning i (4-31) eller 
( 4-33) bevirker den trivielle l~sning <P( x) = 0. Den n~dvendige betingelse for ikke-trivielle 
l~sninger [A, B, C, D] =f:. [0, 0, 0, 0] og dermed ikke-trivielle egensvingningsformer er, at 
determinanten af K(w) er lig 0. Dette f~rer til frekven3betingel3en 
det(K(w)) =0 ( 4- 36) 
L~sningeme Wj, j = 1,2, ... til (4-36) bestemmer de udrempede cykliske egenfrekvenser. 
For hver af disse eksisterer ikke-trivielle l~sninger [A(j), B(i), C(i), D(j)] =/:- [0, 0, 0, 0] til ( 4-
35), der sammen med de tilsvarende egenvrerdier Ai, Vj ved indsretning i (4-31) eller (4-33) 
bestemmer bjrelkens udrempede b~jningsegensvingningsformer g}(j) ( x ). 
Eksempel 4-3: B0jningsegensvingninger af simpelt underst0ttet bjrelke med 
konstant tvrersnit 
EI, f..t 
f y t(x) 
Figur 4-11: Simpelt underst~ttet bjrelke med konstant tvrersnit. 
En simpelt underst~ttet bjrelke med konstant tvrersnit og med normalkraft N(O) = 0 har lrengden /. 
Koordinataksens begyndelsespunkt :t = 0 vrelges i venstre endepunkt. H~jre endepunkt far herved 
koordinaten :t = I. 
Randbetingelseme for egensvingningsformerne ved de faste simple underst~tninger bliver ved ( 4-28) 
11>(0) = .!:.4>(0) = 0 
dz2 
Ved indsretning af ( 4-33) i randbetingelserne ( 4-37) ved z = 0 findes 
B+D=O } 
,\2 
-(-B +D)= 0 
J2 
( 4 - 37) 
(4- 38) 
(4- 39) 
Mulige l~sninger til (4-39) opfylder enten B + D = 0 1\ ,\ = 0 eller B = D = 0. B + D = 0 1\ >. = 0 
indebrerer ved indsretning i (4-33), at cf>(:t) = 0. F~lgelig er>.= 0 ikke en egenvrerdi. For ikke-trivielle 
egensvingningsformer grelder derfor B = D = 01\ >.f. 0. Under denne betingelse reduceres (4-33) til 
ll>(z) = A sin >.y + C sinh >.y (4- 40) 
110 
Dernrest indsrettes (4-40) i randbetingelserne (4-38) ved :z: =I 
A sin A + C sinh A = 0 
A2 A2 
- A [2 sin A + C /2 sinh A = 0 
[ 
sinA 




Frekvensbetingelsen opnas ved i overensstemmelse med ( 4-36) at srette determinanten til koefficient-
matricen lig 0. Herved 
2 ~: sin A sinh A = 0 ( 4 - 42) 
Da A = 0 som nrevnt ikke er en egenvrerdi, og da sinh A = 0 {::} A = 0, er ( 4-42) kun opfyldt for 
sin A= 0 ::::} ( 4 - 43) 
Aj = j1r , j = 1, 2, ... (4- 44) 
De udrempede cy kliske egenfrekvenser f~<Slger af ( 4-34) 
( 4 - 45) 
De tilsvarende udrempede egenfrekvenser bliver 
w· j21r!¥I _ __ J __ - · -!) - - 2 ' J- 1, 2, ... 
27r 21 JJ 
( 4 - 46) 
Indsrettes (4-43) i (4-41) findes 
CsinhAj = 0 ::::} 
C=O (4 - 47) 
Ved (4-40), (4-44), (4-47) bliver egensvingningsformerne 
~U>(:z:) = Asin(j1rT), j = 1,2, ... ( 4- 48) 
Grafen for (4-48) er en sinuskurve med j halvb!<Slger. I grundsvingningen med j = 1 er egensvingnings-
formen er halvb!<Slge af en sinuskurve. 
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Eksempel 4-4: B~jningsegensvingninger af fast indsprendt, fri bjrelke med kon-
stant tvrersnit 
~ y 
EI, f." >=X 
t(x) 
t 
Figur 4-12: Fast inds~ndt, fri bjrelke med konstant tvrersnit. 
En bjrelke af lrengden I med konstant tvrersnit og med normalkraft N(o) = 0 er fast indsprendt i den 
ene ende og fri og ubelastet i den anden. Koordinatsystemets begyndelsespunkt z = 0 vrelges ved den 
faste inds~nding. Den frie rand far herved koordinaten z = I. 
De geometriske randbetingelser ved inds~ndingen bliver, jvf. (4-28) 
~(0) = ~~(0) = 0 
dz 
Randbetingelseme ved den frie rand bliver 
d2 d3 
-~(/) = -~(/) = 0 dz2 dz3 
V ed indsretning af ( 4-33) i ( 4-4 9) fin des 
B+D=O } 
T(A+ C)= 0 
( 4 - 49) 
(4- 50) 
(4- 51) 
Mulige l121sninger til (4-51) opfylder enten B + D = 0 1\ A = 0 eller B + D = 0 1\ A+ C = 0. 
B + D = 0 1\ .X = 0 indebrerer ved indsretning i ( 4-33), at ~(z) = 0. F121lgelig er A = 0 ikke en 
egenvrerdi. For ikke-trivielle egenvrerdier grelder derfor B + D = 0 1\ A + C = 0 1\ A #; 0. Ved 
indsretning heraf reduceres ( 4-33) til 
( . z . z) ( z z) ~(z) =A sm.X/- smhA/ + B cos .X/- cosh A/ ( 4 -52) 
Dernrest indsrettes ( 4-52) i ( 4-50), hvilket f~rer til det homogene ligningssystem 
A2 _x2 } -/2(sinA+sinhA)A-/2(cosA+coshA)B=O => 
A3 _x3 
- pC cos A+ cosh A)A- pC- sin A+ sinh A)B = 0 
[ 
sin A + sinh A cos A + cosh A ] [ 
8
A ] = [ 
0
0 ] 
cos .X + cosh A - sin A + sinh A (4- 53) 
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Ved anvendelse af cosh2 A- sinh2 A= 1, cos2 A+ sin2 A= 1 bliver frekvensbetingelsen herved 
sinh2 A- sin2 A- cos2 A- 2cosAcoshA- cosh2 A= 0 => 
cosh A cos A + 1 = 0 
De 3 laveste l!llsninger til (4-54) bliver 
Al = 1.8751041 } 
A2 = 4.6940911 
A3 = 7.8547574 
De tilsvarende cykliske egenfrekvenser f!lllger derefter af ( 4-34) 
A~ {Ei 
Wj = ,; V--;; I j = 1, 2, .. . 
Af den f!llrste ligning ( 4-53) f!lllger, at egensvingningsformerne kan skrives 
(4- 54) 
(4-55) 
( 4- 56) 
cf>(i)(x) = K ( (cos A; +cosh A;) (sin A;~ -sinh A; T) -(sin A; +sinh A;) (cos A;~ -cosh Ai ~) J 
(4- 57) 
Graferne for de 3 laveste egensvingningsformer er skitseret i figur 4-13. 
Figur 4-13: Egensvingningsformer for fast indsprendt, fri bjrelke med konstant tvrersnit. 
Eksempel 4-5: B~jningsegensvingninger af simpelt underst~ttet bjrelke med 
konstant tvrersnit belastet med tryknormalkraft 
p p X 
~ (x) l A .... ~~--~-............ 
t 
Figur 4-14: Simpelt underst!llttet bjrelke med konstant tvrersnit belastet med tryknormalkraft. 
En simpelt underst!llttet bjrelke med konstant tvrersnit af lrengden I belastes af en tryknormalkraft P. 




Randbetingelserne ved de simple underst(lltninger er uamdret givet ved ( 4-37) 1 ( 4-38) . Ved indsretning 





( 4- 59) 
Mulige 19lsninger opfylder enten B + D = 0 1\ (). = v = 0) eller B = D = 0. B + D = 0 1\ (). = v = 0) 
indebrerer ved indsretning i (4-31) 1 at <l>(x) = 0. F91lgelig er ). = v = 0 ikke egenvcerdier. For ikke-
trivielle egensvingningsformer grelder derfor B = D = 0 1\ ().-:/= 0 V v-:/= 0) 1 hvorved (4-31) reduceres 
til 
<P(x) = A sin ).T + C sinh vT 
Derncest indsrettes ( 4-60) i randbetingelserne ( 4-38) 
A sin).+ Csinhv = 0 
).2 v2 
- A/2 sin).+ C/2 sinhv = 0 } ~
[ 
sin). 
). 2 • - 12 sm). 
sinh v l [ Al [ 0 l 
~ sinhv C 0 
Frekvensbetingelsen opnas ved at srette determinanten til koefficientmatricen lig 0. Herved 
( 4-63) kan kun opfyldes for 
sin).= 0 => 
).i = jtr1 j = 11 2 1 • • • 
Indsrettes (4-64) i (4-62) findes 
Csinhv = 0 => 
C=O 
Ved (4-60) 1 (4-65) 1 (4-66) bliver egensvingningsformerne 
..._(j) ( ) -A . ( . X) . - 1 2 '*' x - s1n 11r I 1 1 - 1 1 • • • 
(4- 60) 






( 4 - 67) 
Egensvingningsformerne er saledes identisk med tilfreldet uden normalkraft 1 beskrevet i eksempel 4-3 . 




4 El ( P/2 1 ) . wJ = T -;; 1- El j21r2 1 1 = 11 21 • •• (4- 68) 
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( 4-68) kan skrives 
Wj = Wj,O V1- i~ ~ ' i = 1, 2, ... (4- 69) 
hvor 
j27!"2 (Ei . 
Wj,O =TV J;') = 1,2, . . . (4- 70) 
(4-71) 
Wj,o er den ved ( 4-45) anf~rte cykliske egensvingningsfrekvens af bjrelken for P = 0. PE er s~jlens 
knreklast efter Eulers formel. 
For j = 1 fa.s specielt 
Wt = Wt oJ1- p 
' PE 
(4- 72) 
Wt har saledes en parabolsk variation med P, idet Wt l 0 for pi PE. 
4.3 Egensvingningsformernes ortogonalitetsegenskaber 
Sretning 4-1: Egensvingningsformerne <J>(i)(x) og <J>U>(x) til (4-28), h~rende til forskellige 
cykliske egenfrekvenser Wi =f:. Wj, opfylder ortogonalitetsbetingelserne 
i=f:.j 









Differentialligningen i ( 4-28) opskrives for den j. egensvingning, hvorefter ligningen ganges 
med cp(i)( X) efterfulgt af en integration mht. X over intervallet [0, n. Ved partiel integration 
og anvendelse af de mekaniske randbetingelser i ( 4-28) findes 
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(4- 76) 
Pa venstresiden af ( 4-76) kan index i og j ombyttes uden at rendre udtrykkets vrerdi. Dette 
ma da ogsa vrere tilfreldet for h!(Sjresiden, hvorved 
w~ ( [' ~-t(x).P(i)(x).P(j)(x)dx + mo.P(i)(O)cpU)(O) + Jo~q,(i)(O)~cpU)(O ) 
1 Jo dx dx 
+m1 q,(i) (I) q,U) (l) + J1 .!!._ q,< i)( l) .!!_ q,U) (I)) 
dx dx 
= w~ ( [' p(x).PU>(x).P(i)(x)dx + m0 .P(j)(O).P(i)(O) + Jo~q,(j)(O)~cp(i)(O) 
' } 0 dx dx 
+miq,U>(l).P(i)(I) + J1 ~q,U>(l)~.P(i)(I)) => 
dx dx 
(w~ - w~) ( [' p( x )cp(i) ( x )cpU) ( x )dx +m0 .P(i)(O).P(j) (0)+ Jo .!!._q,(i) (0) .!!._ q,(i) (0) 
' 1 } 0 dx dx 
+m1.P(i)(l).P(j)(l) + J1 ~q,(i)(I)~.P(j)(l)) = 0 (4- 77) dx dx 
Da Wi =I= Wj ma den 2. faktor fori =I= j vrere lig 0, hvilket udtrykker (4-73). Nar (4-73) 
grelder, f!!Slger ( 4-7 4) direkte af ( 4-76). Dette slutter beviset for sretningen. 
Venstresiden af ( 4-74) angiver fori = j den dobbelte t!!Sjningsenergi, nar bjrelken deforme-
res ud fra den statiske ligevregtstilstand svarende til egensvingningsformen q,U) ( x ). Denne 
er positiv' nar og kun nar den statiske ligevregtstilstand er statisk stabil1 . u dtrykket ( 4-7 4) 
har derfor ikke mening ved tryknormalkrrefter, der overskrider den statiske knreklast. 
1 M. P. Nielsen og L. Pilegaard Hansen, op. cit. 
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I tilfrelde ai multiple egenvrerdier vises pa samme made som for sretning 3-5, at det altid 
er muligt at udtage en f~lge ai udrempede egensvingningsformer <P(1)(x) , <P(2)(x), · · · , der 
opfylder (4-73), (4-74). 
Figur 4-15: Udrempede egensvingninger af sammensat retliniet bjrelke. 
Figur 4-15 viser en sammensat retliniet bjrelke bestaende af n delbjrelker. Endetvrersnit-
tene ai delbjrelkerne er beliggende ved abscisserne xo, x1, ... , Xn· xo = 0 og Xn = I angiver 
endetvrersnittene ai den sammensatte bjrelke. Ved abscissen Xi, i = 0, . . . , n er place-
ret en udbredt masse mi med masseinertimomentet Ji om z-aksen. Desuden er placeret 
koncentrerede linerere translationsfjedre med fjederstivheden ki i y-aksens retning, og en 
linerer rotationsfjeder med fjederstivhed ri overfor rotationer i z-aksens retning. B~jnings­
stivheden El( x ), normalkraften i den statiske ligevregtstilstand N (o) ( x) og massen pr. 
lrengdeenhed p.(x) sammenstykkes af tilstrrekkeligt glatte delbidrag fra de enkelte delbjrel-
ker. Ligeledes sammenstykkes egensvingningsformerne <P(j) ( x) ai l~sninger fra de enkelte 
delbjrelker, der ved randsnittene x = 0 og x = I opfylder randbetingelserne i ( 4-28), og 
ved grrensesnittene x = xi, i = 1, ... , n- 1 opfylder relevante gennemgangsbetingelser, 
der udtrykker kontinuitet ai flytning og vinkeldrejning, samt opfyldelse af moment- og 
forskydningskraftligevregt i disse snit. 









z = J 
( 4- 79) 
(4- 80) 
Beviset for ( 4-78), ( 4-79) gennemfy:Jres ikke, men forl~ber i~vrigt som beviset for sretning 
4-1, idet gennemgangsbetingelserne benyttes, efter der er foretaget partiel integration for 
delbjrelkerne. Endelig bemrerkes, at ( 4-73), ( 4-74) fremkommer af ( 4-78), ( 4-79) for n = 1. 
4.4 Udvikling i udrempede egensvingningsformer 
I det f~lgende afsnit antages, at de geometriske randbetingelser ( 4-12) er homogene (y0 (t) = 
y1(t) = 80 (t) = 81(t) = 0). Endvidere antages, at der ikke forekommer koncent rerede 
randbelastninger i form af egentlige ydre randbelastninger (Qo(t) = Q1 (t) = M0 (t) = 
M 1 ( t) = 0). Koncentrerede randpavirkninger optrreder herved kun fra evt. koncentrerede 
masser, fjedre eller drempere. 
Af ( 4-10), ( 4-12), ( 4-14), ( 4-15), ( 4-23), ( 4-24), ( 4-25) fY'Jlger, at fiytningsfeltet uy(x, t) 
bestemmes som }y:Jsning til f~lgende rand- og begyndelsesvrerdiproblem 
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a ( 82u ) a ( (0) 8u ) 8u 82 u (d) - EI(x)--Y -- N _Y + c(x)-Y + J.L(x)--Y = f (x, t), t > 0 
8x2 ox2 ox ox ot 8t2 y 
Geometriske randbetingelser: 
uy(O, t) = 0 
a 
ox uy(O, t) = 0, 
uy(l, t) = 0 , t > 0 
a 
OX Uy(l, t) = 0 , t > 0 
Mekaniske randbetingelser: 
EI(O) ::2 uy(O, t) = r 0! uy(O, t) + J0! uy(O, t) , t > 0 
EI(l) ::2 uy(l, t) = -rl :X Uy(l, t)- Jl! uy(l, t) ' t > 0 
a 82 0 a 
ox (EI(O) ox2 uy(O, t)) - N ox uy(O, t) = 
- kouy(O, t)- couy(O, t)- mouy(O, t) , t > 0 
a ( 82 ) (0) a ox El( I) ox2 uy(l, t) - N ox uy(l, t) = 
k1uy(I, t) + c1uy(l, t) + m1uy(l, t), t > 0 
Begyndelsesbetingelser: 
uy(x,O) = Uy,o(x)' uy(x,O) = Uy,o(x)' X E]O,l( 
L~sningen til ( 4-81) s0ges pa formen 
00 
uy(x, t) = L ~(i)(x )q;(t) 
j=l 
(4- 81) 
( 4- 82) 
~(j) ( x) er de udrempede egensvingningsformer, der bestemmes som l0sning til egenvrerdi-
problemerne ( 4-28). Koefficienterne i udviklingen qj( t), j = 1, 2, . . . betegnes de udcempede 
modalkoordinater. Disse bestemmes som l0sning til f0lgende differentialligninger 
.. 2w (r . ~ J MjWj r . ) 2 1 F. ( ) . 2 qi + i ~iqi + .L.- M ·w· ~ijqj + wi qi = M · i t , t = 1, , ... , t > 0 







( 4- 86) 
M; er modalmassen givet ved ( 4-75). I de f~lgende udregninger eftervises ( 4-83). 
Differentialligningen i ( 4-81) ganges med <I>(i)( x ), efterfulgt af en integration over intervallet · 
[0, l] . Ved anvendelse af partiel integration og de mekaniske randbetingelser i ( 4-81) findes 
f' <I>(i)(x) (_!!_(EI(x) 02 u11 )- !_(N<0>0u11 )) dx 
} 0 ox2 ox2 ox ox 
+ J.' oj;(O(x)c(x)U,(x, t)dx + J.' oj;Ul(x )l'(x)U,(x, t)dx 
= 11 <I>(i)( x )J~d)(x, t)dx =} 
<I>(i)(O) ( kouy(O, t) + couy(O, t) + mouy(O, t)) + <I>(i)(l) ( kl uy(l, t) +Cl uy( l, t) + ml iiy( l, t)) 
+ d~ <I>(i)(O) (ro :x u11 (0, t) + Jo! u 11(0, t)) + ~ <I>(i)(l) (r1 :x u11(l, t) + J1 :x u 11(l, t)) 
+ {' (EI(x) ~ <I>(i)(x) 02u11 + N(o) ~<I>(i)(x) ouy) dx 
} 0 dx2 ox2 dx ox 
+ J.' ol;<O(x )c(x )U,( x, t)dx + J.' oj;(')( x )I'( x )U,(x, t)dx 
= 11 <I>(i)(x)f~d)(x, t)dx (4- 87) 
Dernrest indsrettes ( 4-82) pa venstresiden af ( 4-87). Herved 
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ex> I 
+ L 4i(t) (1 c(x )~(i) (x )~U>(x )dx + c0~(i)(O)~(j)(O) + c1 ~(i)(J)~(j)(l)) 
j=l 0 
+ ~ q·(t)( t(EI(x) <P ~(i)(x) <P ~U>(x)dx + N(o).!!_~(i)(x).!!_~(j)(x))dx 
.LJ 1 } 0 dx2 dx2 dx dx j=l 0 
+ko~(i)(O)~(j)(O) + ro .!!_~(i) (0).!!_ ~(i) (0) + k1 ~(i)( l)~(j) ( 1) + r1 .!!_~(i) ( l) .!!_ ~(j) ( l)) 
~ ~ ~ ~ 
(4 - 88) 
Nar ortogonalitetsbetingelserne (4-73) , (4-74) benyttes for det 1. og 3. led pa venstresiden 
af ( 4-88), fremkommer ( 4-83) umiddelbart. 
(4-83) er identisk med (3-160) bortset fra, at antallet af modalkoordinater og modalkoor-
dinatligninger i dette tilfrelde er uendelig. Dette er netop en f0lge af, at et kontinueret 
system har uendeligt mange frihedsgrader. 
Fi givet ved ( 4-87) betegnes modalbelastningen i den i. egensvingning. (i givet ved ( 4-85) 
betegnes dtempningsforholdet i den i. egensvingning. 
For at l0se ( 4-83) ma opstilles begyndelsesbetingelser (qi(O), qi(O)) for alle modalkoordina-
ter. Disse kan udtrykkes ved begyndelsesbetingelseme i (4-81) pa f0lgende made 
q;(O) = ~; (f.' p(x)4>(')(x)u,,0 (x)dx + m0 4>(')(0)u,,o(O) 
+Jo .!!_ ~(i)(O) .!!_u o(O) +m1 ~(i) ( l)u o( 1) + J1 .!!_ ~(i)( l) .!!_u o(l)~ 
dx dx Y' Y' dx dx Y' '} 
( 4- 89) 
4;(0) = ~ i ( J.' p(x )4>(')(x )U,,o( x )dx + m0 4>(i)(O)U,,o(O) 
+10 ~ ~(i)(O) ~ uy,o(O) + mi~(i)(l)uy,o(l)+JI d~ ~(i)(l) ~ uy,o(l)) 
Af ( 4-82) f0lger 
<X> <X> 
uy,o(x) = L ~(j)(x)qj(O) , uy,o(x) = L ~(j)(x)qj(O) (4- 90) 
j=l j=l 
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Ved indsretning af ( 4-90) pa hf<1jresiderne af ( 4-89) og anvendelse af ortogonalitetsbetingel-
sen ( 4-73), ff<1lger gyldigheden af ( 4-89) umiddelbart. 
Differentialligningerne ( 4-83) dekobler, hvis (ij = 0. Er dette tilfreldet, bliver ( 4-83) iden-
tisk med (3-165). L(<1sningerne er dermed givet ved (3-166), (3-167), (3-168). 
Er dekoblingsbetingelserne ikke opfyldt , er analytisk behandling stadig mulig ved den i 
afsnit 3.6 beskrevne perturbationsmetode. 
Nar modalkoordinaterne er bestemt, bestemmes flytningsfeltet ved indsretning i ( 4-82). 
Andre gensvar som b(<1jningsmomentet M(x, t) og forskydningskraften f0lger dernrest ved 
ledvis partiel differentiation 
= 
M(x, t) = L M(j)(x)qj(t) 
j=l ( 4- 91) 
= 
Q(x, t) = L Q(j)(x )qj(t) 
j=l (4- 92) 
M(j) ( x) og QU) ( x) angiver henholdsvis b0jningsmornentet og forskydningskraften ved ab-
scissen x, nar bjrelken deformeres svarende til uy(x) = cpW(x). Det bemrerkes, at (4-91) 
og ( 4-92) angiver tillregsmomentet og tillregsforskydningskraften ved svingninger ud fra 
den statiske ligevregtstilstand. Ved dimensionering eller brereevneeftervisning skal hertil 
adderes moment og forskydningskraft fra den statiske belastning. 
Eksempel 4-6: Simpelt underst~ttet homogen bjrelke med overk0rende kraft 
p 
V 
\__ EI. j.t,C 
uy(x, t) 
t 
Figur 4-16: Simpelt underst~ttet homogen bj~lke med overk~rende kraft . 
Figur 4-16 viser en simpelt underst~ttet Bernoulli-Eulerbjcelke af lcengden /. Tvcersnittet antages 
konstant med b<zsjningsstivheden El og massen pr. lcengdeenhed ~· D~mpningsbelastningen antages 
linecert viskos med den konstante d~mpningskonstant c. 
Bj~lken antages i hvile til tiden t = 0, hvor en kraft P k~rer ud pa bj~lken med den konstante 
hastighed v. Bevregelsen af bjcelken ~nskes bestemt. 
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Bjrelkens udrempede cykliske egenfrekvenser Wj er givet ved (4-45). Egensvingningsformerne er givet 
ved (4-48). Disse antages pii. formen 
ct>U) ( ) . ( . X ) • 1 2 x = stn J7r / , J = , , ... 
Ortogonalitetsbetigelsen ( 4-73) bliver 
1 
Mj = 2 1-'1 , j = 1, 2, ... 
i::j;j 
i=j 
Dekoblingsbetingelsen er i dette tilfrelde opfyldt, idet 




j = 1,2, ... 
Belastningen pr. lamgdeenhed kan skrives 
(d) { P6(x - vt) , 
Ill (x,t) = 
0 ' 
0 < t < l 









( 4- 98) 
[0, ~] angiver tidsintervallet, hvor kraften er pa bjrelken. Ved (4-84) og (4-98) f!1llger, at modalbelast-
ningeme bliver 
{ 
Pct>U> ( vt) , 
Fj(t) = 
0 ' 
0 < t < l 
- - tl 
Da bjrelken er i hvile til tiden t = 0, er 
ul/,o(x) = ul/,o(x) = 0 
Ved (4-89) f!1llger heraf 
Ved (3-166) bliver modalkoordinaterne 





" · " VT 
qj(t) = hj(t- r)Pct><1>(vr)dr = P hj(t- r)sin(j1r- )dr, j = 1, 2, .. . 
o o I 
(4- 102) 
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Impulsresponsfunktionen h;(t) er givet ved (3-168), (4-95), (4-97) 
{
0 ' 
hj(t) = 2 -~t . 
- 1--e 21' SlnWd }·t , 1J Wd,j t 
t < 0 
t > 0 
(4-103) 
(4-102) kan udregnes analytisk. Bjrelkens bevregelse f~lger endelig ved indsretning af (4-102) i (4-82) 
oo . ( . z) 1min(t 1.) 
u 11(z, t) =-""' 1 e--f;(t-T) sin(wd,j(t- r )) sin j1r~ dr 2P sm 31r- 'v ( ) 
p/ L...Jl Wd,j O / 
J= 
(4- 104) 
B~jningsmomentet i bjrelkens midte bliver ved ( 4-45), ( 4-91) 
M(4,t) = ~Pl·D(t) (4- 105) 
oo 2 •2 
1
min(t, L) 
1r J El . . 1r " -~ t-T . . . vr 
D(t) = 8""' ----s•n(J-) e 2,.< )sm((wd,j(t- r ))sm(J7r-)dr L...J Wd ' p/4 2 / 
j =1 ,} 0 
oo · (·,..) ·c 1 ) s1n ]2 m•n t,;; vr 
=8 ""'y'l:::q1 e--f;(t-T)sin(wd;(t-r))sin(j1r-)dr 
L...J 1- (? 0 ' I i=l } 
(4-106) 
M= i'Pl angiver det maximale statiske moment. D(t) er en dynamisk forstcerkningsfaktor. 
4.5 Udrempede egensvingninger af plane rammekonstruktioner 
~ ;.,tgt\ / ~ ;.,tgt 
3 4 ® 
® 01 











Figur 4-17: Plan rammekonstruktion. 
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I det f~lgende omtales bestemmelsen af udrempede cykliske egenfrekvenser af simple plane 
rammekonstruktioner. 
I overensstemmelse med forudsretningerne i afsnit 4.1 antages alle bjrelker uendeligt stive 
overfor axialdeformationer. Dette sretter et geometrisk band pa mulige deformationer af 
rammens knudepunkter. Den lodrette flytning af knuderne 1, ... , 6 i figur 4-17 bliver 
saledes lig 0, medens den vandrette flytning af henholdsvis knuderne 1 og 6, 2 og 5 og 3 og 
4 parvis bliver lige store. Den vandrette inertibelastning pa bjrelkerne 7, 8 og 9 fordeler sig 
herved med halvdelen pa hver af de tilst~dende bjrelkeknuder. Formelt svarer dette til at 
regne med koncentrerede masser lig den halve bjrelkemasse i de tilst~dende bjrelkeknuder 






Ql . ,1 
Yi 
Figur 4-18: Egensvingninger af bjrelkeelement i. 
Alle bjrelkeelementer antages at have konstant tvrersnit mellem endetvrersnittene. Figur 
4-18 viser bjrelkeelement i med lrengden li, b~jningsstivheden Eii og massen pr. lrengde-
enhed /li· Normalkraften N?) i den statiske ligevregtstilstand antages at have ignorabel 
indflydelse pa fordelingen af b~jningsmomentet, hvorfor der ses bort fra denne i formu-
leringen. Bjrelkeelementet antages fri for koncentrerede fjedre eller masser. Forefindes 
koncentrerede fjedre eller masser pa et retlinet bjrelkeelement, indf~res fiktive systemknu-
der ved disse. 
Der indlregges et lokalt (xi, Yi, z,)-koordinatsystem for bjrelke i, defineret som vist i figur 
4-18. Origo vrelges ved bjrelkens ene endetvrersnit, x,-aksen er sammenfaldende med linien 
gennem b~jningscentrene, og (xi, Yi)-planen er sammenfaldende med konstruktionsplanen. 
Yo,i, Bo,i, Qo,i, Mo,i angiver amplituden af henholdsvis fiytningen i Yi-aksens retning, rota-
tionen i Zi-aksens retning, kraften pa bjrelkeknuden i Yi-aksens retning og momentet pa 
bjrelkeknuden i Zi-aksens retning pa bjrelkens venstre endetvrersnit Xi = 0 fra de tilst~­
dende knuder under udrempede egensvingninger af rammen. YI,i, B1,i, Ql,i, M 1,i angiver 
amplituden af de tilsvarende st~rrelser ved h~jre endetvrersnit Xi = li. <Pi(xi) angiver 
amplituden af flytningen pa tvrers af bjrelkeaksen. Da systemet er udrempet, er alle disse 
st~rrelser i fase ved egensvingninger af rammen, og alle amplituder er reelle. 
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«Pi(xi) er }{llsning til ( 4-29) for N(o) = 0, hvorfor }{llsningen er givet ved (4-33), ( 4-34) 
«Pi(x,) = Ai sin( Ai ~~) + Bi cos ( Ai ~~) + C, sinh( Ai ~~) + Di cosh( Ai ~~) ( 4- 107) 
I I I I 





' J.Lo Eli 
2[4 





EI0 , J.Lo og 10 angiver vilkarligt valgte referencevrerdier af b{lljningsstivheden, massen pr. 
lrengdeenhed og bjrelkelrengden. 
,\i givet ved ( 4-108) ma ikke forveksles med egenvrerdier af den globale frekvenspara-
meteren ,\ givet ved ( 4-110). Ki givet ved ( 4-109) angiver den forholdsmressige st{llrrelse 
af frekvensparameteren for bjrelke i. 
Det harmonisk varierende flytningsfelt uy,i(Xi, t) =«Pi( xi) coswt for bjrelke i kan opfat-
tes som den stationrere bevregelse fra harmonisk varierende randflytninger [Yo ,i, Bo,i, 
y1,i, B1,i] · coswt eller harmonisk varierende randkrrefter [Qo,i, Mo,i , Q1,i, M1,i] cos wt. 
Formalet med de fflllgende regninger er at bestemme [Ai, Bi, Ci, Di] i ( 4-107) saledes, at 
randflytningerne [Yo,i, Bo,i, Yl,i, B1,i] coswt er kompatible til ethvert tidspunkt riled flyt-
ningsfeltet ved abscisserne Xi = o+ og Xi = z;' og randbelastningeme [Qo,i, Mo,i, Ql ,i, 
Ml,i] cos wt er i ligevregt til ethvert tidspunkt med snitkrrefterne ved Xi = o+ og Xi = z;. 
Der indf{llres amplitudevektoren 
Xf = [Yo,i , liBo,i , Y1,1 , liBl,i] 
Der grelder de geometriske betingelser, jvf. ( 4-12) 
Yo,i = «Pi(O) 
d 






Yl,i = «P,(l,) 
d 





De mekaniske randbetingelser er givet ved (4-14) og (4-15) med N(o) = 0. Ved indsretning 
af harmonisk varierede flytningsfelt og randkrrefter, fin des f!~Slgende r~dbetingelser for 
amplitudest!~Srrelserne 
M · - -EL cf2<Pi(O) 
0,1 - I d 2 
X · I 
(4 -113) 
Ved indsretning af ( 4-107) i ( 4-112), kan (Yo,i, Bo,i, YI ,i, lh,i] udtrykkes ved integrationskon-
stanterne Ai, Bi, Ci, Dj . 
[ 
Yo,i ] [ 0 l·Oo · A· I 11 _ I 
y1 · - sinA· 
z.o1'
1 










Ved indsretning af ( 4-107) i ( 4-113) kan tilsvarende Mo,i , Qo,i, Mt,i, QI ,i udtrykkes ved 
integrationskonstanterne Ai, Bi, Ci, Di 
[ 
1· Qo · ] [ -A · I 11 I 
Mo,i _ Eli A2 0 
l·Q1 · - l~ i A·cosA· I 11 I I I 








-Ai cosh Ai 
sinhAi 













F (.X·)= Ai(sinh.Ai- sin .Xi)= 2._X~ 1097 .A~ (.A~ 1 ) 
1 1 1 - cos Ai cosh Ai 
2 
+ 420 1 + 69854400 1 + 
0 
1 (4- 118a) 
P. (.X·)= Ai(sin Ai cosh Ai- cos Ai sinh Ai) = 4 _ ~A1 _ 1136 A~ ( ~ 1 2 1 1- cos Ai cosh Ai 420 1 69854400 1 + 0 A. ) 
(4- 118b) 
F (.A·)= .A~(cosh.Ai- cos .Xi)= 6 13 A1 5043 A~ (.A~ 1 ) 3 1 1- cos .Xi cosh .Xi + 420 1 + 69854400 1 + 0 1 (4-118c) 
z;t('·)- .A~sin.Aisinh.Ai _ 22, 4 5352 , 8 (' 11 ) 
I'4AI- -6--A-- A · +OA· 
1 - cos Ai cosh Ai 420 1 69854400 1 1 
(4 -118d) 
p, (.A·)= .XHsinh.Ai +sin .Xi) = 12 54 ,A1 23022 A~ o(.A11 ) 5 1 1 - cos Ai cosh Ai + 420 1 + 69854400 1 + 1 ( 4- 118e) 
F
6
(.Ai) = .XHsin Ai cosh Ai +cos Ai sinh .Xi) = 12 _ 156 X~_ 25488 A~+ o(.A~ 1 ) 
1 - cos Ai cosh Ai 420 1 69854400 1 1 
(4- 118f) 
ki(.Ai) angiver stivhedsmatricen for bjrelke i under tvungne svingninger fra harmonisk 
varierende randpavirkninger. 
F\mktionerne Fj(Ai), j = 1, ... , 6, betegnes Kolousek8 funktioner. 1 Ved anvendelse af 
( 4-108) og den i ( 4-118) anf0rte asymptotiske variation af Kolouseks funktioner, haves 
f0lgende rrekkeudvikling for ki(w2 ) i parameteren w2 








(0)- p;l'f 22 4 13 -3 
(4 -120) mi - 420 54 13 156 -22 
-13 -3 -22 4 
[ 25488 5352 23022 -5043] 
(1) p~ zr 5352 1136 5043 -1097 
mi = 69854400 E Ii 23022 5043 25488 -5352 
-5043 -1097 -5352 1136 
1 V. Kolousek: Dynamik der Baukonstruktionen, VEB Verlag fur Bauwesen, Berlin (1962). 
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o(x) er en matrix med egenskaben limx-+O o(x)jx = 0. 
Betragt et tilnrermet flytningsfelt uy,i(xi, t), der fremkommer ved interpolation af rand-
flytningerne pa f0lgende made 
(4- 121) 






( 4- 124) 
Xi er givet ved ( 4-111 ). Formfunktionerne ( 4-123) indebrerer, at sa vel flytningsfeltet 
uy,i(x, t) som vinkeldrejningen a~, uy,i(Xi, t) bliver kompatible med knudepunktsflytnin-
gerne xi(t) . 
Den potentielle energi og den kinetiske energi af bjrelken bliver under forudsretning af 
flytningsfeltet ( 4-121) 
T, 1 . T( ) (0) . (t) 
i = 2xi t mi Xi 
( 4- 125) 
(4- 126) 
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k~o) = Eii t !:_N(~)!:_Nr(~)d~ 
, lf lo d~2 ~ de2 ~ ~ 
m~o) = J.liz; 11 N(ONT(~)d~ (4- 127) 
Ved indsretning af (4-123) i (4-127) ses, at k~o) og m~o) givet ved (4-127) er identisk med 
de tilsvarende matricer givet ved ( 4-120 ). 
k~o) angiver stivhedsmatricen ved kvasistatiske deformationer. m~o) er den sakaldte kon3i-
3tente ma33ematrix. Tillregsordet konsistent refererer til, at den potentielle energi og den 
kinetiske energi af elementet aftedes af samme tilnrermede kompatible flytningsfelt ( 4-121 ). 
Den gennemf0rte analyse viser, at den statiske stivhedsmatrix k~o) og de~ konsistente mas-
sematrix m~o) bestemmes af de 2 f0rste led i rrekkeudviklingen ( 4-119) af bjrelkeelementets 
stivhedsmatrix ki(w2 ) ved tvungne harmoniske svingninger. 






I ® 1 
2,.u7t\ 
CD ® I 
lr 
t t t t 
" 
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a) b) c) 
Figur 4-19: lEkvivalente systemer ved symmetriske rammekonstruktioner. a) Ramme sym-
metrisk om planen I- I. b) lEkvivalent system ved antimetriske egensvingningsformer. 
c) lEkvivalent system ved symmetriske egensvingningsformer. 
Antag, at rammen i figur 4-19a er symmetrisk om en plan I- I. I sa fald vil egen-
svingningsformerne enten vrere antimetriske eller symmetriske om symmetriplanen. Ved 
antimetriske egensvingningsformer er knudepunktsfiguren bevregelig. Bjrelkerne 7, 8, 9 
far herved en bevregelse i den lokale Xi-retning (pa tvrers af I- I-planen). I den lokale 
Yi-retning er nedb0jningen lig 0 i symmetriplanen, samtidig med at egensvingningsformen 
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her har vendetangent og dermed momentnulpunkt. F0lgelig kan antimetriske egensving-
ningsformer analyseres ved det i figur 4-19b viste reducerede system. Inertikrrefterne pa 
de vandrette bjrelker er rekvivaleret ved inertibelastningen pa koncentrerede masser i de 
tilst0dende knuder lig den halve b jrelkemasse. 
Symmetriske egensvingningsformer har fast knudepunktsfigur. F0lgelig far bjrelkerne 7, 8, 
9 ingen vandret bevregelse i den lokale Xj-retning. Nedb0jningen i den lokale Yi-retning har 
hreldningen 0 i symmetriplanet, samtidig med at forskydningskraften her er lig 0. F0lgelig 
kan symmetriske egensvingningsformer analyseres ved det i figur 4-19c viste reducerede 
system. 
I figur 4-19b og 4-19c er de vandrette bjrelker erstattet af elementer med specielle geometri-
ske eller mekaniske randbetingelser. For disse bjrelkeelementer kan opstilles stivhedsrelati-
oner ved omfornming af relationerne ( 4-116). I det f0lgende gives eksempler pa opstillingen 
af sadanne specielle stivhedsrelationer. 
a) b) 
Figur 4-20: Bjrelkeelementer med fast simpel underst0tning. 
Bjrelkeelementet i figur 4-20a er fast simpelt underst0ttet i venstre randpunkt , hvorfor 
Yo ,i = Mo,i = 0. Indf0res disse betingelser i (4-116), (4-117) findes 
(4 - 128) 
Af den 2. ligning i ( 4-128) f0lger 
(4- 129) 
Ved indsrettelse af (4-129) i (4-128) findes den reducerede stivhedsmatrix 




Tilsvarende findes den reducerede stivhedsmatrix for bjrelkeelementet i figur 4-20b med 
fast simpel underst0tning i h0jre endepunkt 
(4-131) 
I 
,., t l t " \ " 
b) c) 
YO,i Ql 0 ,J 
l,i Yu 
Yo,i Mo 0 ,J 
Qoo 
Ql 0 Ql 0 
,J 
,J m 2 
m 2 Qo o ,J 2(&) yl 0 
2 c.J Yo,i ,J t 
,J e 
Figur 4-21: Bjrelkeelement med koncentreret masse i endetvrersnit. a) Symmetrisk ramme-
konstruktion med symmetrisk egensvingningsform. b) Bevregelig indsprending ved venstre 
randtvrersnit. c) Bevregelig indsprending ved h0jre randtvrersnit. 
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For den symmetriske ramme i figur 4-21a tillades en punktformig masse m i symmetripla-
nen I - I . Denne fordeles med r; til henholdsvis h~jre- og venstre raminehalvdel. Figur 
4-21 b viser forholdene for den h~jre halvdel af den vandrette bjrelke i figur 4-21a, mens figur 
4-21c viser forholdene for venstre halvdel af samme. Bemrerk at lrengden af delbjrelkerne 
er l. 
For bjrelkeelementet i figur 4-21b pavirkes massen r; af en inertikraft med amplituden 
+ r;w2 y0 ,; regnet positiv i retning af Yo,i· Af ligevregtsligningen for den fritskarne masse 
findes Qo,i = '; w2y0,;. Pga. indsprendingen er Bo,i = 0. lndf~res disse betingelser i ( 4-116), 
( 4-11 7) findes 
(4 -132) 
Af den 1. ligning i ( 4-132) f~lger ved ( 4-108) 
Fs(.A;) F3(.Ai) 
Yo,i= I:"'(' ·)-'4 .Y1,i- :r:;'l(' ·)-' 4 .li8I,i 
.C6 A1 A(f'l .C6 A, Aj')', 
(4 -133) 
(4- 134) 





Tilsvarende findes den reducerede stivhedsmatrix for bjrelkeelementet i figur 4-21c med 
bevregelig indsprending i h~jre endepunkt 
(4- 136) 
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Dernrest antages mere generelt, at bjrelkeelementet har en mekanisk randbetingelse, 
sa1edes at den l. komponent pa venstresiden a£ ( 4-116) er lig nul. Den. l. komponent 
i elementets frihedsgradsvektor xi kan herved udtrykkes som en linearkombination af 
elementets 0vrige frihedsgrader ved en relation analog til ( 4-129), hvorefter en stiv-
hedsmatrix for det aktuelle bjrelkeelement kan opstilles ved indsretning heraf i ( 4-116), 
(4-117). Lad kjk(w2 ) og kjk(w2 ) betegne elementet i den j . rrekke og k. s0jle af hen-
holdsvis den aktuelle stivhedsmatrix og stivhedsmatricen ( 4-117) for et bjrelkeelement 
uden mekaniske randbetingelser . kjk(w 2 ) er da givet ved (sammenlign med ( 4-130)) 
( 4- 137) 
Det fremgar, at elementerne i den 1. rrekke og den 1. s0jle afkjk(w2 ) er lig 0. Indsrettes 
rrekkeudviklingen ( 4-119) pa h0jresiden af ( 4-137) kan f0lgende rrekkeudvikling udledes 
for kjk(w 2 ) 
- ( 2) -k(O) 2-(0) 4-(1) ( 5) 
kjk w = jk - w mjk - w mjk + o w (4 -138) 
hvor 
k(O) k(O) 
~o) _ k(o) jl lk 
jk - jk - k(O) 
ll 
(4- 139) 
(0) (0) (0) (0) k(O) k(O) (0) 
-(o) (o) kil mlk + mil klk jl lk mu 
mjk = mjk - k(o) + ( (o)) 2 
l1 ku 
kJ~), m;~), m;~ betegner elementet i den j. rrekke og den k. s0jle af matricerne k(o), 
m(o), m(l), 
Det viser sig, at k}~) og m;~) bestemt ved ( 4-139) henholdsvis angiver elementet i den j. 
rrekke og den k. s0jle a£ den elastiske stivhedsmatrix og a£ den konsistente massematrix 
for et kompatibelt fiytningsfelt af typen ( 4-121 ), der tillige opfylder den mekaniske 





-ky,J Yr+mrc.J 2yi 
Figur 4-22: Ligevregt af systemknuder. 
Der indlregges et globalt (X, Y, Z)-koordinatsystem. (X, Y)-planen er sammenfaldende 
med konstruktionsplanen. Z-aksen og de lokale Zi-akser er ensrettede. 
I figur 4-22 er systemknude I skaret fri . XI, YI angiver amplituden afknudens flytninger 
efter X- og Y-aksernes retninger, mens fh er amplituden af knudens rotation efter Z-
aksens retning. 
Ved knude I er placeret en udbredt masse med massen mr og masseinertimomentet Jr 
omen akse gennem knude I parallel med Z-aksen, translationsfjedre i X- og Y-aksernes 
retninger med fjederkonstanterne kx,I og ky,J, og en rotationsfjeder med fjederkonstan-
ten r I. Knuden skreres fri fra fjedrene, og fjederkrrefterne paf0res knuden som ydre 
krrefter. Massen giver anledning til inertikrrefter med amplituderne mrw2 XI og miw2YI 
i X- og Y-aksernes retninger, og d'Alembertmomentet Jrw2 fh i Z-aksens retning. De 
resulterende fjeder- og inertikrrefter er anf0rt i figur 4-22. 
Bjrelke i er h0jningsstift forbundet med knude I. Bjrelke i skreres fri fra knude I, og 
bjrelkeknudebelastningeme Qo,i, Mo ,i paffl)res knude I som ydre belastninger som vist 
i figur 4-22. ai betegner vinklen fra den globale X -akse til den lokale Xi-akse regnet 
positivt med uret. For rammen i figur 4-17 er ai = 0, ai = 1r eller ai = ±f. 
Den fritskarne knude I skal vrere i kraftligevregt i X- og Y -aksernes retninger og i 
momentligevregt. Herved haves 
Kraftligevregt i X -aksens retning: 
-kx,1Xr + mrw2 XI+ L Qo,i sinai = 0 ( 4- 140a) 
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Kraftligevregt i Y -aksens retning: 
(4-140b) 
Momentligevregt i Z-aksens retning: 
( 4- 140c) 
Summationerne i ( 4-140) udstrrekkes over alle bjrelkeelementer, der st0der til knude I. 
Qo,i og Mo,i kan udtrykkes ved Kolouseks funktioner og bjrelkens endepunktsdeformationer 
Yo,i, Bo,i, Yl,i, 81,i ved ( 4-116), ( 4-130), ( 4-131 ), ( 4-135), ( 4-136). Bjrelkens endepunktsdefor-
mationer er forbundet med rammeknudens deformationer ved kompatibilitetsbetingelserne. 
For knude I findes saledes, se figur 4-22 
(4 -141a) 
Bo i = B1 
' 
(4-141b) 
Den lokale frekvensparameter >.i kan udtrykkes ved den cykliske egensvingningsfrekvens 
w ved (4-108), (4-110). Nar ligevregtsligningerne (4-140) opstilles for alle rammeknuder, 
fremkommer et system af homogene ligninger, der altid kan skrives pa formen 
(4- 142) 
Y er N-dimensional vektor af rammens globale frihedsgrader. For systemet i figur 4-19b 
erN= 3 · 2 = 6, mens N = 3 · 1 = 3 for systemet i figur 4-19c. 
K(w2 ) er rammens globale 3tivhedsmatrix ved harmoniske bevregelser af rammen med den 
cykliske frekvens w. K(w2 ) kan formelt opstilles ved den sredvanlige fremgangsmade i ele-
mentmetoden, dvs. ved en summation af lokale stivhedsmatricer af typen ( 4-116) trans-
formeret til globale koordinater 
M 
K(w2 ) = L ATki(w2 )Ai (4 -143) 
i=l 
(4 -144) 
Ai af dimension 4 x N angiver transformationsmatricen fra globale frihedsgrader tillokale 
frihedsgrader. M angiver antallet af bjrelkeelementer. Efter multiplikation foran med yT 
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og bagved med Y pa begge sider udtrykker ( 4-143) ved ( 4-144), at systemets t~jningsenergi 
er lig summen af t~jningsenergien i alle bjrelkeelementer. 
Herudover skal til komponenten ku(w) i hoveddiagonalen adderes bidraget k1 -w2 ml? ifald 
der forekommer en koncentreret translations- eller rotationsfjeder med fjederstivheden k1 
og en masse eller et masseinertimoment m1 i retning af den globale frihedsgrad I . 
Den n~dvendige betingelse for ikke-trivielle lszSsninger til (4-142) er, at determinanten til 
den globale dynamiske stivhedsmatrix er lig 0. Dette fszSrer til frekvensbetingelsen 
(4- 145) 
L~sninger til ( 4-145) bestemmer konstruktionens udrempede cykliske egenfrekvenser w 1 , 
W2,· .•. 
For w = w; eksisterer lszSsninger y(i) =f. 0 til ( 4-142). Ved ( 4-144) bestemmes den tilsvarende 
lszSsning X~i) for de lokale frihedsgrader. Ved (4-114) bestemmes endelig koeffi.cienterne 
[A~j), B~j), C~j), D~j)] i udviklingen (4-107) for den j. egensvingningsform q,p)(xi)· 




K(o) = I: Afk~o) Ai (4-147a) 
i=l 
M 
M(o) = L AT m~o) Ai (4- 147b) 
i=l 
M 
M(I) = L:AT m~1 ) Ai (4-147c) 
i=l 
Den globale ~tati3ke ~tivhed~matrix K(o) og den globale konsistente ma33ematrix M(o) mo-
dificeres dernrest i hoveddiagonalen for henholdsvis eventuelle koncentrerede fjedre eller 
masser. 





L~sningerne (w], Y(j)), (w2,j, y~i)), (w], y~i)) til henholdsvis ( 4-142), ( 4-148) 
og ( 4-149) er i almindelighed forskellige. 
( 4-148) er et diskret linerert egenvrerdiproblem af samme type som (3-43). Det kan vises 
ved Rayleighs princip for kontinuerte systemer, at w1 for det diskrete system udg~r en 
~vrevrerdi til w1 for det kontinuerte system. 
( 4-149) er et kvadratisk egenvrerdiproblem af samme type som (3-210). De 2 egenvrer-
diproblemer svarer formelt til hverandre, hvis man identificerer -w2 med >., K(o) med 
K, M(o) med C og M(l) med -M. Svarende til at det kvadrat iske egenvrerdiproblem 
(3-210) er rekvivalent med det linerere egenvrerdiproblem (3-197), (3-201) af dobbelt di-
mension, kan det kvadratiske egenvrerdiproblem ( 4-149) af dimension N omformuleres 




-M(l) l = [ K(o) 




Egenvrerdiproblemet· ( 4-150) har altid N positivt reelle egenvrerdier w], der er identiske 
med de s~gte egenvrerdier til ( 4-149). Hertil kommer N falske egenvrerdier, der kan 
vrere komplekse eller negativt reelle. 
Eksempel 4-7: Symmetrisk kontinuert bjrelkebro over 3 fag 
I 
t2 t 3 I 
E F 
Figur 4-23: Kontinuert bjrelkebro over 3 fag . 
Den plane bjrelkebro i figur 4-23 er symmetrisk om planen I - I . Konstruktionens udrempede 
egenfrekvenser !Zinskes bestemt for fllllgende parameterforhold 
/2 = /3 = 1 
lt lt 
Eh = 4 
Ell 
1-'2 = 2 
J.lt 
El3 = 8 
Eit 
l-'3 = 4 
J.lt 








J.l3W2/j = ~~:3-A 
El3 
Ved egenfrekvensbestemmelsen udnyttes symmetrien som skitseret i figur 4-24 og figur 4-25. 
~ ts (,uztz +,u3t:J GJ2XB 
,u2t2 +,u3t3 
1) ( x2 ® 
® ' y2 M1,2 
tl 
CD Ql,l r-x Xt Jrl.l Ql,l 




Figur 4-24: a) JEkvivalent system ved antimetriske egensvingningsformer. b) Ligevregtsbetingelse ved 
fritskaret knude B. 
Antimetriske egensvingninger analyseres ved det i figur 4-24a viste system. I figur 4-24b er knude 
B skaret fri. Forskydningskrrefterne Q1,2 og Qo,3 overf!llres som normalkraft i bjrelke 1. De !llvrige 
ligevregtsligninger giver 
Ql,l - (J.l2h + J.l3/3)w2 XB = 0 } 
Mt,l + Mt,2 + Mo,3 = 0 
(4-155) 
XB angiver den vandrette ftytning af knude B i den globale X - retning. I de f!lllgende regninger indf!llres 
desuden rotationen (J B i den globale Z-retning af knude B, se figur 4-24b. Kompatibilitetsbetingelseme 
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og de geometriske randbetingelser giver 
it 9o,t = Yo ,t = Yt,2 = Y0,3 = 0 } 
Yt,l = XB 
9t,t = 61 ,2 = 9o,3 =BB 
Ved (4-116), (4-130), (4-131) antager (4-155) herved formen 
(4- 156) 
l-
[ ~ ] 
(4- 157) 
Frekvensbetingelsen ved antimetriske egensvingninger bliver herved 
'-2 ~ 







<D~ a) b) 
Figur 4-25: a) .tEkvivalent system ved symmetriske egensvingningsformer. b) Ligevregtsbetingelse ved 
fritskaret knude B. 
Symmetriske egensvingninger analyseres ved det i figur 4-25a viste rekvivalente system. I figur 4-25b 
er knude B skaret fri. Forskydningskrrefterne Q1,2 og Qo,3 overf~res som normalkraft i bjrelke 1. 
Forskydningskraften Q1,1 overf~res som normalkraft i bjrelke 3. Momentligevregten er eneste ikke-
trivielle ligevregtsligning. Denne bliver 
Mt,l + M1,2 + Mo,3 = 0 (4- 159) 
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Ved anvendelse af (4-116) med lt8o,t = yo,t = Yt,l = 0, (4-130) med Y1,2 = 0 og (4-136) med 
yo,3 = 0, /3 = 0 findes herved frekvensbetingelsen for symmetriske egensvingninger 
(4- 160) 
Ved anvendelse af (4-153) i (4-158) findes de 4 laveste egenvrerdier af frekvensparameteren ved anti-
metriske egensvingninger 
At = 1.1494 
A3 = 3.7533 
A6 = 7.4095 
As= 7.9465 } 
De 4 laveste l~sniger til (4-160) , svarende til symmetriske egensvingninger, bliver 
A2 = 2.2493 
A4 = 4.3135 
As= 5.9753 
A7 = 7.7510 } 




Eksempel 4-8: Symmetrisk 1-etages rammekonstruktion 
A D 
Figur 4-26: Plan 1-etages rammekonstruktion . 
(4- 161) 
(4- 162) 
(4 - 163) 
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Rammekonstruktionen i figur 4-26 er symmetrisk om planen I- I. Konstruktionens udrempede egen-
frekvenser ~nskes bestemt for f~lgende parameterforhold 
/2 = 1 
it ' 
EI2 = 2 
Eh 
JJ2 = 5 
JJl 





Figur 4-27: a) 1Ekvivalent system ved antimetriske egensvingninger. b) Ligevregtsbetingelse for 
fritskaret knude B. 
Antimetriske egensvingninger analyseres ved det i figur 4-27a viste system. I figur 4- 27b er knude B 
skaret fri. Forskydningskraften Qo,2 fra bjrelke 2 overf~res som normalkraft i bjrelke 1. De ~vrige 
ligevregtsligninger giver 
Q1,1 - JJ2/2w
2 XB = 0 
Mt,t + Mo,2 = 0 
(4- 166) 
X 8 angiver den vandrette flytning af knude B i den globale X -retning. I de f~lgende regninger indf~res 
desuden rotationen (} B i den globale Z -retning af knude B, se figur 4-27b. 
Kompatibilitetsbetingelserne og de geometriske randbetingelser giver 
Yt,l = XB } 
81 ,1 = Bo,2 =OB 
ltBo,t = YO ,l = Y0,2 = 0 
(4 - 167) 
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Ved (4-110), (4-116), (4-131) antager (4-166) herved formen 
Frekvensbetingelsen for antimetriske egensvingninger bliver herved 
(4-169) 
n 
~ L?5o't~ B ® y2 
tl 
xl CD '--" 
Yt 
f"'.M1.1 
A Q t2 a) b) 
Figur 4-28: a) .:Ekvivalent system ved symmetriske egensvingninger. 
fritskaret knude B. 
b) Ligevregtsbetingelse for 
Symmetriske egensvingninger kan analyseres ved det i figur 4-28a viste rekvivalente system. I figur 4-
28b er knude B skaret fri. Forskydningskrrefterne Q1,1, Qo,2 overf~res som normalkrrefter i henholdsvis 
bjrelke 2 og bjrelke 1. Den sidste ligevregtsbetingelse bliver 
M1,1 + Mo,2 = 0 (4- 170) 
Ved anvendelse af (4-116) med /180,1 = YO,l = Yl,l = 0 og (4-136) med Y0,2 = 0, "Yi = 0 findes herved 
frekvensbetingelsen for symmetriske egensvingninger 
(4-171) 
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Ved anvendelse af (4-164) i (4-169) findes de 6 laveste egenvrerdier af frekvensparameteren ved anti-
metriske egensvingninger 
.Xt = 1.1195 .x7 = 5.2680 
} .Xa = 2.6614 ,Xg = 7.3560 (4-172) 
.X5 = 4.4651 .Xtt = 7.9754 
De 6 laveste l!ISsninger til ( 4-171) svarende til symmetriske egensvingninger bliver 
.x2 = 1.5145 .Xs = 6.3679 
} .x4 = 3.7835 .Xto = 7.6614 (4-173) 
.X6 = 4.6373 .Xt2 = 8.9278 
















Nedenfor i tabel4-1 er de analytisk bestemte egenvrerdier affrekvensparameteren .X sammenlignet med 
vrerdierne opnaet ved l!ISsning af det linerere egenvrerdiproblem ( 4-148) og det kvadratiske egenvrerdi-
problem (4-149), nar rammen opdeles i henholdsvis 3, 6 og 12 delbjrelker af samme lrengde. Under 
hensyntagen til de geometriske bin clinger so m f!ISlge af ustrrekkelige bjrelkeelementer far rammen herved 
henholdsvis N = 3, N = 9 og N = 21 globale frihedsgrader. 
Ved opdeling i 3 bjrelkeelementer bestemmer det diskrete linerere egenvrerdiproblem ( 4-148) kun den 1. 
antimetriske egenvrerdi tilstrrekkelig njiSjagtigt, mens det kvadratiske egenvrerdiproblem ( 4-149) tillige 
er i stand til at bestemme den 1. symmetriske egenvrerdi og den 2. antimetriske egenvrerdi med en 
fejl pa henholdsvis 3.7% og 5.5%. 
Af tabellen fremgar, at det kvadratiske egenvrerdiproblem ( 4-149) med en given elementinddeling ge-
nerelt bestemmer egenvrerdier med samme n!ISjagtighed som det linerere egenvrerdiproblem (4-148) 
med dobbelt sa mange elementer. Endvidere bemrerkes, at bade det linerere og det kvadratiske egen-




sving- Symmetri- Analytisk L~~Ssninger baseret pa diskret system 
n1ngs- egenskab l~~Ssning 
form 
'// ' //, 7;/77, '7/7/7, '// 7/, >;?;7;7,; '?,?; 
3 elementer 6 elementer 12 elementer 
( 4-148) (4-149) (4-148) (4-149) (4-148) (4-149) 
1 Antimetrisk 1.1195 1.1196 1.1195 1.1195 1.1195 1.1195 1.1195 
2 Symmetrisk 1.5145 1.7259 1.5701 1.5206 1.5147 1.5149 1.5145 
3 Antimetrisk 2.6614 3.1259 2.8075 2.8431 2.6951 2.6679 2.6615 
4 Symmetrisk 3.7835 4.0683 3.9240 3.8127 3.7852 
5 Antimetrisk 4.4651 4.5904 4.5098 4.4872 4.4677 
6 Symmetrisk 4.6373 5.2355 4.9591 4.6480 4.6382 
7 Antimetrisk 5.2680 6.0730 5.5472 5.5601 5.3195 
8 Symmetrisk 6.3679 9.1171 8.2183 6.7727 6.4936 
Tabel 4-1: Egenvrerdier Ai for plan ramme. Analytisk l!Zisning og l~~Ssninger baseret pa diskret system. 
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5. APPENDICES 
5.1 Appendix A: Fourierrcekker og Fourierintegraler 
Lad x(t) vrere en periodisk funktion med perioden T, der er stykkevis differentiabel i 
periodeintervallet [0, T]. I sa fald grelder for Fourierr~Ekken 
1 
00 
• x(t+) + x(t-) 




Wm=mT, m=1, 2, .. . (A- 2) 
2 [T 
am= T Jo x(t)coswmtdt , m= 0,1,2, .. . 
(A - 3) 
2 {T 
bm = T Jo x(t) sinwmtdt , m= 1, 2, . .. 
(A-1) udtrykker, at Fourierrrekken konvergerer i kontinuitetspunkter af x(t), mens rrek-
ken konvergerer mod middelvrerdien mellem grrensevrerdien x( t+ ) fra hfi5jre side og grren-
sevrerdien x(t-) fra venstre side i diskontinuitetspunkter. 
Ved anvendelse af Eulers formler coswmt = t(eiwrnt + e-iwrnt) og sinwmt 
-~(eiwrnt- e-iwrnt) kan (A-1) skrives 
1 00 1 . 00 1 . 
x(t) = 2ao + L 2(am- ibm)eJwmt + L 2(am + ibm)e-Jwrnt 
m=l m=l 
00 




t(am- ibm) m >0 
tao m=O 
t(a-m + ib-m) , m<O 
(A - 5) 
Der er her benyttet, at w_m = -wm, jvf. (A-2). 
Det fremgar af (A-5), at A-m= A:n . Am, m 2: 0, kan beregnes direkte ved anvendelse 
af (A-3) og (A-5) 
1 ( 21T 2 fT ) Am = 2 T 
0 
x(t) coswmtdt- iT Jo x(t) sinwmtdt 
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(A- 6) 
(A-1) kan skrives 
00 
x(t) = a; + L Cm cos(wmt- Wm) 
m=l 
(A -7) 




(A-7) viser, hvorledes en vilkarlig periodisk bevregelse kan opbygges som en superpone-
ring af harmoniske bevregelser. !ao er i henhold til (A-3) lig det tidslige gennemsnit 
1 {T 
x = T Jo x(t)dt (A -10) 
(A-1) ganges med x(t), og der integreres over intervallet [0, T]. Herved findes ved (A-1) 
og (A-3) 
{T x2(t)dt = {T (~a0 + f am coswmt + bn sinwmt) x(t)dt =} 
lo lo n=l 
1 {T 1 1 00 
T Jo x2(t)dt = 4a~ + 2 L (a~+ b~) 
0 m = l 
(A- 11) 
(A-11) betegnes Parsevals scetning. H!1Sjresiden af (A-11) konvergerer mod venstresiden 
under svagere betingelser, end der krreves for (A-1). Konvergensen af (A-11) er saledes 
sikret, nar blot x(t) er stykkevis kontinuert. 
Det tidslige gennemsnit pa venstresiden af (A-11) betegnes middelkvadratvcerdien. ia5 
og !(a~+ b~) ses ved (A-8), (A-11) at vrere middelkvadratvrerdien af henholdsvis det 
tidslige gennemsnit x = T og af den harmoniske komponent Cm cos(wmt- Wm) · Parse-
vals sretning siger da, at middelkvadratvrerdien af en periodisk bevregelse er lig summen 
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af middelkvadratvrerdieme af den tidslige middelvrerdi og af samtlige indgaende har-
moniske komponenter. 
Lad x(t) vrere stykkevis integrabel i et hvert endeligt delinterval af intervallet -oo < 
t < oo. Endvidere antages x(t) at vrere absolut integrabel i]- oo, oo[, hvormed menes 
lim jk I x(t) I dt < oo 
k-oo -k 
(A- 12) 
I sa fald grelder Fouriers integralscetning 
(A- 13) 
hvor 
X(w) = 1: e-iwtx(t)dt (A- 14) 
Integralet i (A-13) skal opfattes som grrensevrerdien af J~~o for w0 ~ oo. 
X(w) betegnes den Fouriertransformerede af x(t). Hvis x(t) er en reel funktion bliver 
X ( w) i almindelighed kompleks. 
An tag 
'
drx I lim -d = 0 , r = 0, 1, . .. , n - 1 
ltl-oo tr 
(A- 15) 
Ved gentagen anvendelse af delvis integration flndes herved for den Fouriertransforme-
( ) d" :&(t) rede X" (w) af dt" 
= (iw)" /_: e-iwtx(t)dt = (iwt X(w), n ~ 1 (A- 16) 
Antag, at x(t) er defineret ved integralet 
x(t) = 1: h(t- r)f(r)dr = 1: f(t- r)h(r)dr (A -17) 
Den Fouriertransformerede af x(t) er da givet ved 
X(w) = H(w)F(w) (A- 18) 
hvor 
H(w) =I: e-iwth(t)dt 
F(w) =I: e-iwtf(t)dt 
Bevis: 
Af (A-14) og (A-17) f0lger 




=I: e-iwr f(r) (I: e-iw(t-r)h(t- r)dt) dr (A- 21) 
I det sidste udsagn er integrationsrrekkef0lgen ombyttet. I det inderste integral er r 
konstant. Ved (A-19) og (A-20) findes herved 
X(w) = L: e- iwr f(r)H(w)dr = H(w) F(w) 
H0jresiden af (A-17) betegnes et foldningsintegral. Den inverse Fouriertransform af 
produktet af 2 Fouriertransformerede er sa.Iedes lig foldningsintegralet af de oprindelige 
funktioner. 
5.2 Appendix B: Inftuenstal for statisk bestemte retliniede Bernoulli-Euler-
bj~lker med konstant tv~rsnit 
Nedenfor er vist 5 eksempler pa influenstal for retlinede bjrelker med konstant tvrersnit 
pavirket i symmetriplanen.1 Inertimomentet om aksen vinkelret pa symmetriplanen 








·X· X J 
e 
x~(P - x 2 ) (B- 2) 8ii =- 61EI 
i j 
4 A ~X· tX· e X 1 J 
t 
x(21~ + 3x~- x 2 ) (B- 3) 














Nedenfor er anf!1Srt en liste over de vigtigste emner og definitioner. Der er kun 
refereret til si den i teksten, hvor disse f!1Srste gang indf!1Sres. Endvidere er begreber, 
til hvilke der henvises i indholdsfortegnelsen, ikke anf0rt. 
acceleration . . . . 
amplitudemodulation 
beating .... . . 
begyndelsesbetingelser 
bevregelse, bevregelsesgensvar 
bjrelke med overk!1Srende kraft 







diskret system . . 
dissipativt system 
Duhamels integral 
dynamisk forstrer kningsfaktor 
dynamisk pavirkede modalkoordinater . 
drempede modalkoordinater . 
drempet cyklisk egenfrekvens 
drempet egensvingningsform . 
drempet egensvingningsperiode 
drempet modalmasse 






















































frekvensforhold . . . 
frekvensresponsfunktion 
frekvensresponsmatrix 
frihedsgrad . . . . . 
geometriske randbetingelser 
global konsistent massematrix 
global statisk stivhedsmatrix . 
global stivhedsmatrix . . . . 






hastighed . ... .. . 
homogene randbetingelser 








influenstal . . . . . 
jordskrelvspa virkning 
karakteristisk ligning 
kinetisk energi . . . 
k. ordens perturbationsl~sning 
Kolouseks funktioner . 










































kontinuert system . . . . . . . . . 
kritisk drempet system . . . . . . 
kritisk vrerdi a£ drempningskonstant 
kvasistatisk bevregelse . . . . . . 
kvasistatisk pavirkede modalkoordinater 
Landausymbol . . . . . . . . 
linerert system . . . . . . . . 
linerert viskos drempningsmodel 
logari tmisk dekrement 




Mercers sretning . . 
mesterfrihedsgrader . 
middelkvadratvrerdi 




modalmatrix . . . . . 
multifrihedsgradssystem 
multipel egenvrerdi 
Newtons 2. lov .. 
overkritisk drempet system 
parallelsystem a£ fjedre . . 
Parsevals sretning . . . . 
periode a£ periodisk bevregelse 




Rayleighs br~k .. 
Rayleighdrempning 
Rayleighs princip . 
seriesystem a£ fjedre . 
simple egenvrerdier . 
slavefrihedsgrader . . 
stationrer bevregelse 












































stivhedsmatrix . . . 
su perposi tionsprinci p 






udrempede modalkoordinater . 
udrempet cyklisk egenfrekvens 
udrempet egensvingningsbevregelse 
udrempet egensvingningsform . 
udrempet modalmasse . .. 
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